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212. nerazre{imye
algoritmi~eskie problemy

oDNA IZ PRI^IN RAZRABOTKI TEORII ALGORITMOW — PROWERKA SU]ESTWOWANIQ ALGORITMOW, RE-
[A@]IH TE ILI INYE ZADA^I. eSLI ZAQWLEN NEKOTORYJ ALGORITM, RE[A@]IJ TU ILI INU@
ZADA^U, TO PROWERITX EGO KA^ESTWA — W OSNOWNOM TEHNI^ESKAQ ZADA^A. nO ESLI ESTX PODOZRE-
NIE, ^TO TAKOGO ALGORITMA NE SU]ESTWUET (NAPRIMER, ALGORITMA PROWERKI FORMULY LOGIKI
PREDIKATOW NA ISTINNOSTX), OBOSNOWATX \TO PODOZRENIE MOVNO TOLXKO TOGDA, KOGDA ALGORITM IZ
INTUITIWNOGO PONQTIQ TRANSFORMIROWAN W STROGOE MATEMATI^ESKOE PONQTIE.

rAZUMEETSQ, NELXZQ DOKAZATX, ^TO TA ILI INAQ FORMALIZACIQ PONQTIQ ALGORITMA OHWATYWAET
WSE MYSLIMYE ALGORITMY. w \TOM SMYSLE TEZIS ~ER^A (ILI tX@RINGA, mARKOWA) — NERAZRE-
[IMAQ PROBLEMA.

wYDELIM TAK NAZYWAEMYE MASSOWYE ALGORITMI^ESKIE PROBLEMY. mASSOWOJ NAZYWA@T
PROBLEMU SU]ESTWOWANIQ ALGORITMA, RE[A@]EGO BESKONE^NU@ SERI@ ODNOTIPNYH ZADA^. eSLI
UDAETSQ ARIFMETIZIROWATX MASSOWU@ PROBLEMU, T.E. PERENUMEROWATX WSE ^ASTNYE SLU^AI SERII
ODNOTIPNYH ZADA^ I PREDSTAWITX W SIMWOLI^ESKOJ FORME WOZMOVNYE RE[ENIQ KAVDOJ ZADA^I,
TO ZADA^A SWODITSQ K POSTROENI@ NEKOEJ FUNKCII h, KOTORAQ KAVDOJ ZADA^E S NOMEROM n STA-
WIT W SOOTWETSTWIE EE RE[ENIE h(n). sIMWOLI^ESKIE ZAPISI WSEH WOZMOVNYH RE[ENIJ TOVE
MOVNO PERENUMEROWATX. w \TOM SMYSLE FUNKCIQ h BUDET FUNKCIEJ NATURALXNOGO ARGUMENTA.
sU]ESTWOWANIE ALGORITMA WY^ISLENIQ \TOJ FUNKCII I ESTX MATEMATI^ESKAQ INTERPRETACIQ
RAZRE[IMOSTI MASSOWOJ PROBLEMY. dADIM TO^NOE OPREDELENIE.

pUSTX X — S^ETNOE MNOVESTWO, KOTOROE MY MOVEM INTERPRETIROWATX KAK MNOVESTWO SLOW
W NEKOTOROM ALFAWITE A. pOLAGAEM, ^TO ESTX SWOJSTWO, KOTORYM OBLADAET ILI NET KAVDYJ
\LEMENT x ∈ X. |TO SWOJSTWO MOVNO OPISATX NEKOTORYM PREDIKATOM P (x), OPREDELENNYM NA
MNOVESTWE X. mASSOWAQ ALGORITMI^ESKAQ PROBLEMA SOSTOIT W POSTROENII ALGORITMA A W ALFA-
WITE A, KOTORYJ PRIMENIM K L@BOMU \LEMENTU x ∈ X, PRI^EM A(x) = Λ, ESLI P (x) ISTINNO, I
A(x) 6= Λ, ESLI P (x) LOVNO.

mASSOWAQ ALGORITMI^ESKAQ PROBLEMA NERAZRE[IMA, ESLI TAKOGO ALGORITMA NET. pRIMEROM
TAKIH PROBLEM QWLQETSQ NERAZRE[IMOSTX RQDA FORMALXNYH AKSIOMATI^ESKIH TEORIJ (W ^AST-
NOSTI, IS^ISLENIQ WYSKAZYWANIJ), T.E. OTSUTSTWIE ALGORITMA, KOTORYJ PO ZADANNOJ FORMULE
USTANAWLIWAET, WYWODIMA \TA FORMULA W DANNOJ TEORII ILI NET.

mY OSTANOWIMSQ NA ODNOJ WNUTRENNEJ PROBLEMATIKE TEORII ALGORITMOW.

12.1. pROBLEMA RASPOZNAWANIQ SAMOPRIMENIMOSTI

eSLI ALFAWIT A SODERVIT NE MENEE DWUH BUKW, L@BOJ NORMALXNYJ ALGORIFM MOVNO ZAPISATX
W WIDE SLOWA AZ W TOM VE ALFAWITE A. dLQ \TOGO DOSTATO^NO W ALFAWITE A WYDELITX PODALFAWIT
A0 IZ DWUH BUKW I PEREWESTI IZOBRAVENIE ALGORITMA A W ALFAWITA0. tO, ^TO POLU^ITSQ, NAZOWEM
ZAPISX@ NORMALXNOGO ALGORIFMA. |TA ZAPISX MOVET BYTX ISHODNYM SLOWOM DLQ SAMOGO
NORMALXNOGO ALGORIFMA. mOVNO POSTAWITX WOPROS, PRIMENIM LI NORMALXNYJ ALGORIFM K SWOEJ
ZAPISI? mOVET BYTX DA, A MOVET BYTX I NET. nAPRIMER, ALGORITM, DOBAWLQ@]IJ K ISHODNOMU
SLOWU PERWU@ BUKWU ALFAWITA A, PRIMENIM K L@BOMU SLOWU, W TOM ^ISLE I K SWOEJ ZAPISI. a ESLI
NORMALXNYJ ALGORIFM NEPRIMENIM K SLOWAM, IME@]IM NEKOTORYE SO^ETANIQ BUKW (NAPRIMER, K
SLOWAM, SODERVA]IM PERWU@ BUKWU PODALFAWITA A0), TO ON MOVET BYTX NEPRIMENIMYM K SWOEJ
ZAPISI.
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bUDEM GOWORITX, ^TO ALGORITM A SAMOPRIMENIM, ESLI !A(AZ). eSLI VE ¬!A(AZ), TO
GOWORIM, ^TO ALGORITM A NESAMOPRIMENIM. mOVNO LI POSTROITX ALGORITM, PROWERQ@]IJ,
QWLQETSQ LI DANNYJ ALGORITM A SAMOPRIMENIMYM?

tEOREMA 12.1. pUSTX ALFAWIT A SODERVIT NE MENEE DWUH BUKW. nE SU]ESTWUET NORMALXNOGO
ALGORIFMA R W ALFAWITE A, KOTORYJ DLQ L@BOGO NORMALXNOGO ALGORIFMA A W ALFAWITE A
PRIMENIM K AZ TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA NORMALXNYJ ALGORIFM A NESAMOPRIMENIM.

J pREDPOLOVIM, ^TO ALGORITM R SU]ESTWUET. tOGDA W SILU SWOEGO OPREDELENIQ !R(RZ), ESLI R
NESAMOPRIMENIM. nO \TI DWA UTWERVDENIQ WZAIMNO ISKL@^A@]IE. I

dOKAZANNAQ, W OB]EM-TO TRIWIALXNAQ, TEOREMA OGRANI^IWAETSQ LI[X ^ASTNYM SLU^AEM NOR-
MALXNYH ALGORIFMOW, NE ISPOLXZU@]IH SPECIALXNYH SIMWOLOW. oDNAKO OB]IJ SLU^AJ MOVNO
SWESTI K \TOMU ^ASTNOMU. pUSTX ALFAWIT A SODERVIT NE MENEE 4-H BUKW. zAFIKSIRUEM PODAL-
FAWIT A0 IZ DWUH BUKW, KOTORYE ISPOLXZUEM DLQ ZAPISI NORMALXNYH ALGORIFMOW W ALFAWITE A,
I WYDELIM PODALFAWIT A1 ⊂ A IZ ^ETYREH BUKW, WKL@^A@]IJ W SEBQ A0.

tEOREMA 12.2. pUSTX A SODERVIT NE MENEE ^ETYREH BUKW I A0 ⊂ A — DWUHBUKWENNYJ
PODALFAWIT. nE SU]ESTWUET NORMALXNOGO ALGORIFMA R NAD ALFAWITOM A0, KOTORYJ DLQ L@-
BOGO NORMALXNOGO ALGORIFMA A W ALFAWITE A PRIMENIM K AZ TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA A
NESAMOPRIMENIM.

J pUSTX TAKOJ ALGORITM SU]ESTWUET. sOGLASNO TEOREME PRIWEDENIQ, MOVNO POSTROITX NOR-
MALXNYJ ALGORITM R1 W ^ETYREHBUKWENNOM ALFAWITE A1, WPOLNE \KWIWALENTNYJ ALGORITMU R
OTNOSITELXNO ALFAWITA A0. |TO ZNA^IT, ^TO DLQ L@BOGO SLOWA X ∈ A∗

0 IMEEM !R(X) ⇔!R1(X).
dLQ ALGORITMA R1 MOVNO POSTROITX EGO ESTESTWENNOE RAS[IRENIE R2 NA ALFAWIT A, TAK ^TO
DLQ L@BOGO SLOWA X ∈ A∗

0 IMEEM !R1(X) ⇔!R2(X). mY POLU^ILI, ^TO ALGORITM R2 PRIMENIM K
TEM I TOLXKO K TEM ZAPISQM W A0 NORMALXNYH ALGORIFMOW W ALFAWITE A, KOTORYE QWLQ@TSQ NE-
SAMOPRIMENIMYMI. nO TAKOGO NORMALXNOGO ALGORIFMA NE SU]ESTWUET. zNA^IT, I NORMALXNOGO
ALGORIFMA TIPA ALGORITMA R TOVE NE SU]ESTWUET. I

sU]ESTWOWANIE NORMALXNOGO ALGORIFMA SO SWOJSTWOM, OPISANNYM WY[E, WSE RAWNO NE RE[ILO
BY PROBLEMU RASPOZNAWANIQ SAMOPRIMENIMOSTI (NESAMOPRIMENIMOSTI), POSKOLXKU DLQ NESAMO-
PRIMENIMYH ALGORITMOW NA[ ALGORITM R DAWAL BY OTWET, A DLQ SAMOPRIMENIMYH — NET, TAK
KAK DLQ TAKIH ALGORITMOW ON BUDET RABOTATX NEOGRANI^ENNO DOLGO. mODIFICIRUEM POSTANOWKU
ZADA^I. mASSOWOJ PROBLEMOJ RASPOZNAWANIQ NESAMOPRIMENIMOSTI NAZOWEM PROBLE-
MU SU]ESTWOWANIQ ALGORITMA P, PRIMENIMOGO K ZAPISI W A0 L@BOGO NORMALXNOGO ALGORIFMA W
ALFAWITE A I UDOWLETWORQ@]EGO USLOWI@: P PREOBRAZUET ZAPISX NORMALXNOGO ALGORIFMA W PU-
STOE SLOWO, ESLI \TOT NORMALXNYJ ALGORIFM NESAMOPRIMENIM, I W NEPUSTOE SLOWO W PROSTIWNOM
SLU^AE. oKAZYWAETSQ, ^TO \TA MASSOWAQ ALGORITMI^ESKAQ PROBLEMA NERAZRE[IMA.

tEOREMA 12.3. pUSTX A SODERVIT NE MENEE ^ETYREH BUKW I A0 ⊂ A — DWUHBUKWENNYJ
PODALFAWIT. nE SU]ESTWUET NORMALXNOGO ALGORIFMA P NAD ALFAWITOM A0, KOTORYJ DAET PUSTOE
ZNA^ENIE NA SLOWE X ∈ A∗

0 TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA X ESTX ZAPISX NESAMOPRIMENIMOGO
NORMALXNOGO ALGORIFMA.
J nA SAMOM DELE \TO MODIFIKACIQ PREDYDU]EJ TEOREMY. dEJSTWITELXNO, PUSTX NORMALXNYJ
ALGORIFM P SU]ESTWUET. tOGDA EGO LEGKO MODIFICIROWATX, ZACIKLIWAQ W TEH SLU^AQH, KOGDA
REZULXTATOM QWLQETSQ NEPUSTOE SLOWO (DOSTATO^NO WZQTX KOMPOZICI@ P S NORMALXNYM ALGORIF-
MOM, OPISYWAEMYM GRUPPOWOJ PODSTANOWKOJ ξ → ξ, GDE ξ PROBEGAET WESX ALFAWIT ALGORITMA
P). w REZULXTATE POLU^IM NORMALXNYJ ALGORIFM S TEMI VE SWOJSTWAMI, ^TO I ALGORITM R IZ
TEOREMY 12.2. nO TAKOGO ALGORITMA NE SU]ESTWUET. zNA^IT, NE SU]ESTWUET I ALGORITMA P. I

dOKAZANNAQ TEOREMA, W ^ASTNOSTI, UTWERVDAET I OTSUTSTWIE NORMALXNOGO ALGORIFMA, PRIME-
NIMOGO KO WSEM ZAPISQM NORMALXNYH ALGORIFMOW W ALFAWITE* A, NO DA@]EGO W REZULXTATE PUSTOE

*w SOOTWETSTWII S FORMULIROWKOJ TEOREMY NORMALXNYJ ALGORIFM P PRIMENIM K ZAPISQM WSEH NESAMOPRIME-
NIMYH ALGORFMOW I DAET PRI \TOM PUSTOE SLOWO, A K ZAPISQM DRUGIH NORMALXNYH ALGORIFMOW ON MOVET BYTX I

NEPRIMENIM, NO ESLI PRIMENIM, TO DAET W REZULXTATE NEPUSTOE SLOWO.
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12. nERAZRE[IMYE ALGORITMI^ESKIE PROBLEMY 129

SLOWO TOLXKO DLQ NESAMOPRIMENIMYH NORMALXNYH ALGORIFMOW. |TO I OZNA^AET, ^TO MASSOWAQ
PROBLEMA RASPOZNAWANIQ NESAMOPRIMENIMOSTI NERAZRE[IMA. nETRUDNO TAKVE SDELATX WYWOD
O NERAZRE[IMOSTI MASSOWOJ PROBLEMY RASPOZNAWANIQ SAMOPRIMENIMOSTI, POSKOLXKU
IZ SOOTWETSTWU@]EGO ALGORITMA LEGKO POLU^ITX ALGORITM RASPOZNAWANIQ NESAMOPRIMENIMOSTI.

12.2. pROBLEMA RASPOZNAWANIQ

PRIMENIMOSTI ALGORITMA K SLOWU

sHOVAQ PROBLEMA — SU]ESTWOWANIE ALGORITMA, RASPOZNA@]EGO PRIMENIMOSTX DANNOGO ALGO-
RITMA K PROIZWOLXNOMU SLOWU. pUSTX DAN NORMALXNYJ ALGORIFM A NAD ALFAWITOM A. pOSTAWIM
WOPROS: SU]ESTWUET LI NORMALXNYJ ALGORIFM P, KOTORYJ PRIMENIM K L@BOMU SLOWU W ALFA-
WITE A, I DA@]IJ W REZULXTATE PUSTOE SLOWO TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA K ISHODNOMU SLOWU
PRIMENIM (NEPRIMENIM) NORMALXNYJ ALGORIFM A?

sUTX PROBLEMY W SLEDU@]EM. kONE^NO, MOVNO PRIMENITX SAM ALGORITM A K SLOWU X.
oDNAKO \TO DAST OTWET TOLXKO W SLU^AE, KOGDA ALGORITM A PRIMENIM K \TOMU SLOWU X. nEPRI-
MENIMOSTX OZNA^AET, ^TO A BUDET RABOTATX WE^NO, A MY NA KAVDOM [AGE NE ZNAEM, OSTANOWITSQ
ON ^EREZ PARU [AGOW ILI NET.

rAZUMEETSQ, ESTX ALGORITMY, DLQ KOTORYH OTWET O^EWIDEN. nAPRIMER, TOVDESTWENNYJ AL-
GORITM PRIMENIM K L@BOMU SLOWU, POSTROENIE DLQ NEGO RASPOZNA@]EGO ALGORITMA TRIWIALXNO:
RASPOZNA@]IJ ALGORITM DOLVEN WSEGDA WOZWRA]ATX Λ. nO DLQ WSEH LI ALGORITMOW IMEETSQ
TAKOE RASPOZNAWANIE?

tEOREMA 12.4. sU]ESTWUET NORMALXNYJ ALGORIFM C NAD PQTIBUKWENNYM ALFAWITOM A2,
OBLADA@]IJ SWOJSTWOM: NE SU]ESTWUET NORMALXNOGO ALGORIFMA P NAD A2, KOTORYJ PREOBRAZUET
W Λ TE I TOLXKO TE SLOWA W ALFAWITE A2, K KOTORYM NEPRIMENIM C.

J dOKAZATELXSTWO OSNOWANO NA SU]ESTWOWANII UNIWERSALXNOGO ALGORIFMA. pUSTX A2 = a0a1αβδ,
POLAGAEM A0 = a0a1, A1 = A0αβ. rASSMOTRIM UNIWERSALXNYJ ALGORIFM R DLQ ALFAWITA A2.
mY MOVEM EGO TRASFORMIROWATX W NORMALXNYJ ALGORIFM C, W KOTOROM ISPOLXZU@TSQ NE IZOBRA-
VENIQ NORMALXNYH ALGORFMOW, A IH ZAPISI W ALFAWITE A0. dEJSTWITELXNO, NETRUDNO POSTROITX
NORMALXNYJ ALGORIFM SZ, PEREWODQ]IJ ZAPISX NORMALXNOGO ALGORIFMA W EGO IZOBRAVENIE. tO-
GDA KOMPOZICIQ C = R ◦SZ BUDET OBLADATX SWOJSTWOM !C(AZδX) ' R(X).

pUSTX DLQ NORMALXNOGO ALGORIFMA C SU]ESTWUET RASPOZNA@]IJ NORMALXNYJ ALGORIFM P,
T.E. P(X) = Λ ⇔ ¬!C(X). w KA^ESTWE X RASSMOTRIM SLOWA WIDA AZδAZ PO WSEM NORMALXNYM
ALGORIFMAM A W ALFAWITE A2. mY ZAKL@^AEM, ^TO P(AZδAZ) = Λ ⇔ ¬!C(AZδAZ). nO !C(AZδAZ) '
!A(AZ). pO\TOMU P(AZδAZ) = Λ ⇔ ¬!A(AZ). tRANSFORMIRUEM ALGORITM P, WZQW EGO KOMPOZICI@
S ALGORITMOM S2, KOTORYJ UDWAIWAET ZAPISX NORMALXNOGO ALGORIFMA: S2(A

Z) = AZδAZ. pO-
LU^IM NORMALXNYJ ALGORIFM P1 = P ◦ S2, OBLADA@]IJ SWOJSTWOM: P1(A

Z) = Λ ⇔ ¬!A(AZ),
T.E. NORMALXNYJ ALGORIFM P1 RASPOZNAET SWOJSTWO NESAMOPRIMENIMOSTI. sOGLASNO TEOREME
12.3 TAKOGO ALGORITMA NE SU]ESTWUET. zNA^IT, PREDPOLOVENIE O SU]ESTWOWANII NORMALXNOGO
ALGORIFMA P NEWERNO, ^TO I DOKAZYWAET TEOREMU. I

zAME^ANIE 12.1. pOSTROENNYJ NAMI NORMALXNYJ ALGORIFM C IMEET BOLX[OJ ALFAWIT:
KROME OSNOWNOGO ALFAWITA A2 ON ISPOLXZUET ZNA^ITELXNOE KOLI^ESTWO SPECSIMWOLOW. oDNAKO EGO
MOVNO PEREWESTI W \KWIWALENTNYJ NORMALXNYJ ALGORIFM W DWUHBUKWENNOM ALFAWITE, PEREWODQ
TAKVE I ISHODNYE SLOWA. w REZULXTATE MY POLU^AEM NORMALXNYJ ALGORIFM W DWUHBUKWENNOM
ALFAWITE, PRIMENIMOSTX KOTOROGO K SLOWAM W \TOM ALFAWITE NE RASPOZNAETSQ.

iZ DOKAZANNOJ TEOREMY WYEKA@T SLEDU@]IE UTWERVDENIQ.

sLEDSTWIE 12.1. sU]ESTWUET NORMALXNYJ ALGORIFM C NAD PQTIBUKWENNYM ALFAWITOM A2,
OBLADA@]IJ SWOJSTWOM: NE SU]ESTWUET NORMALXNOGO ALGORIFMA P NAD A2, PRIMENIMOGO KO
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WSQKOMU SLOWU W A2 I PREOBRAZU@]EGO W Λ TE I TOLXKO TE SLOWA W ALFAWITE A2, K KOTORYM
NEPRIMENIM C.

sLEDSTWIE 12.2. sU]ESTWUET NORMALXNYJ ALGORIFM C NAD PQTIBUKWENNYM ALFAWITOM A2,
OBLADA@]IJ SWOJSTWOM: NE SU]ESTWUET NORMALXNOGO ALGORIFMA P NAD A2, PRIMENIMOGO KO
WSQKOMU SLOWU W A2 I PREOBRAZU@]EGO W Λ TE I TOLXKO TE SLOWA W ALFAWITE A2, K KOTORYM
PRIMENIM C.

|TI SLEDSTWIQ USTANAWLIWA@T NERAZRE[IMOSTX PROBLEMY RASPOZNAWANIQ PRIMENIMOSTI (NE-
PRIMENIMOSTI) ALGORITMA K SLOWU. oTMETIM E]E ODIN ASPEKT, SWQZANNYJ S \TIMI SLEDSTWIQMI.
l@BOJ NORMALXNYJ ALGORIFM ESTESTWENNO ASSOCIIROWATX S ^ASTI^NO REKURSIWNOJ FUNKCIEJ
(TAKAQ ASSOCIACIQ WOZNIKAET W REZULXTATE PROCESSA ARIFMETIZACII NORMALXNYH ALGORITMOW).
pRI \TOM NORMALXNYJ ALGORIFM, PRIMENIMYJ K L@BOMU SLOWU I DA@]IJ REZULXTAT W WIDE
PUSTOGO ILI NEPUSTOGO SLOWA, ASSOCIIRUETSQ S OB]EREKURSIWNYM PREDIKATOM. pRI TAKOJ TRAK-
TOWKE NETRUDNO UWIDETX SLEDU@]U@ INTERPRETACI@ SFORMULIROWANNYH SLEDSTWIJ: SU]ESTWUET
REKURSIWNO PERE^ISLIMOE MNOVESTWO (OBLASTX PRIMENENIQ NORMALXNOGO ALGORIFMA C), DOPOL-
NENIE K KOTOROMU NE QWLQETSQ RAZRE[IMYM, I SU]ESTWUET REKURSIWNO PERE^ISLIMOE MNOVESTWO,
NE QWLQ@]EESQ RAZRE[IMYM.

bLIZKA K RASSMOTRENNOJ I PROBLEMA RASPOZNAWANIQ ANNULIROWANIQ, SOSTOQ]AQ W SLEDU@]EM:
SU]ESTWUET LI DLQ DANNOGO ALGORITMA A NAD ALFAWITOM A TAKOJ NORMALXNYJ ALGORIFM R,
KOTORYJ PRIMENIM K L@BOMU SLOWU W A I ANNULIRU@]IJ (PREOBRAZU@]IJ W PUSTOE SLOWO) TE I
TOLXKO TE SLOWA ALFAWITA A, KOTORYE ANNULIRUET A.

pROSTOJ MEHANIZM RAZWETWLENIQ POZWOLQET ALGORITM C NAD ALFAWITOM A2 PREWRATITX W
ALGORITM B, KOTORYJ ANNULIRUET TE I TOLXKO TE SLOWA, DLQ KOTORYH C PRIMENIM (T.E. LIBO DAET
PUSTOE SLOWO, LIBO NEPRIMENIM). dOSTATO^NO WZQTX KOMPOZICI@ ALGORITMA C S ALGORITMOM,
ANNULIRU@]IM L@BOE SLOWO. w REZULXTATE PROBLEMA RASPOZNAWANIQ ANNULIROWANIQ DLQ TAKOGO
ALGORITMA BUDET RAWNOSILXNA PROBLEME RASPOZNAWANIQ PRIMENIMOSTI, A POSLEDNQQ NE IMEET
RE[ENIQ.

mNOVESTWO WSEH ^ASTI^NO REKURSIWNYH FUNKCIJ S^ETNO. |TO MOVNO USMOTRETX RAZNYMI
SPOSOBAMI. nAPRIMER, MOVNO WSPOMNITX O SU]ESTWOWANII UNIWERSALXNYH FUNKCIJ, KOTOROE WY-
TEKAET IZ TEOREMY kLINI O NORMALXNOJ FORME. oGRANI^IMSQ FUNKCIQMI ODNOGO PEREMENNOGO.
sU]ESTWUET TAKAQ ^ASTI^NO REKURSIWNAQ FUNKCIQ U2, ^TO MNOVESTWO FUNKCIJ U2(n, ·) SOWPA-
DAET S MNOVESTWOM WSEH ^ASTI^NO REKURSIWNYH FUNKCIJ ODNOGO PEREMENNOGO. uNIWERSALXNU@
FUNKCI@ MOVNO RASSMATRIWATX KAK NUMERU@]U@: KAVDOMU NOMERU SOOTWETSTWUET NEKOTORAQ
FUNKCIQ I TAKIM SPOSOBOM OHWATYWA@TSQ WSE ^ASTI^NO REKURSIWNYE FUNKCII. oTMETIM, ^TO
\TOT SPOSOB NUMERACII NE GARANTIRUET EDINSTWENNOSTX NOMERA.

oDNAKO WAVNO NE TOLXKO PO NOMERU WY^ISLQTX FUNKCI@, NO I NAOBOROT, PO FUNKCII NAHODITX
ODIN IZ EE NOMEROW. a KAK IDENTIFICIROWATX FUNKCI@? mY NE MOVEM \TOGO SDELATX PO EE
DEJSTWI@, POSKOLXKU DLQ \TOGO NADO WYPOLNITX BESKONE^NOE KOLI^ESTWO PROWEROK. dWA \TIH
MOMENTA SWQZANY.

iDENTIFICIROWATX FUNKCII MOVNO SLEDU@]IM OBRAZOM. kAVDU@ FUNKCI@ MOVNO SWQZATX
S NORMALXNYM ALGORIFMOM. nORMALXNYJ ALGORIFM W SWO@ O^EREDX MOVNO ZAPISATX W DWUH-
BUKWENNOM ALFAWITE. dEJSTWITELXNO, MOVNO OGRANI^ITXSQ S^ETNYM NABOROM BUKW I S^ITATX,
^TO ALFAWITY WSEH SHEM ^ERPA@TSQ IZ \TOGO MNOVESTWA. wSE \TI BUKWY MOVNO ZAKODIROWATX W
DWUHBUKWENNOM ALFAWITE. w REZULXTATE WSE NORMALXNYE ALGORIFMY OKAVUTSQ PREDSTAWLENNY-
MI SLOWAMI W DWUHBUKWENNOM ALFAWITE. s KAVDYM NORMALXNYM ALGORIFMOM SWQZANA ^ASTI^NO
REKURSIWNAQ FUNKCIQ. w REZULXTATE PERENUMERACII WSEH NORMALXNYH ALGORIFMOW POLU^IM NU-
MERACI@ ^ASTI^NO REKURSIWNYH FUNKCIJ. mOVNO POKAZATX, ^TO SU]ESTWUET ALGORITM, KOTORYJ
PO NOMERU OPREDELQET NORMALXNYJ ALGORIFM, ZATEM SOOTWETSTWU@]U@ ^ASTI^NO REKURSIWNU@
FUNKCI@ I WY^ISLQET EE ZNA^ENIE, T.E. MY IMEEM ALGORITM WY^ISLENIQ FUNKCII DWUH PEREMEN-
NYH, KOTORAQ OKAZYWAETSQ UNIWERSALXNOJ.
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12. nERAZRE[IMYE ALGORITMI^ESKIE PROBLEMY 131

~TOBY PERENUMEROWATX WSE ALGORITMY, DOSTATO^NO USTROITX NUMERACI@ WSEH SLOW PO MERE
WOZRASTANIQ IH DLINY, A PUTEM PROWERKI, ^TO \TO ZAPISX NORMALXNOGO ALGORIFMA (PO FOR-
MALXNYM PRIZNAKAM), PROPUSTITX WSE LI[NIE SLOWA I TEM SAMYM POLU^ITX NUMERACI@ WSEH
NORMALXNYH ALGORIFMOW. w DALXNEJ[EM BUDEM RASSMATRIWATX IMENNO TAKIE NUMERACII.

tEOREMA 12.5. dLQ L@BOJ ^ASTI^NO REKURSIWNOJ FUNKCII f 2 SU]ESTWUET TAKAQ OB]ERE-
KURSIWNAQ FUNKCIQ s(x), ^TO f(x, y) = U2(s(x), y).

J sU]ESTWUET NORMALXNYJ ALGORIFM A, WY^ISLQ@]IJ FUNKCI@ f(x, y). iDEQ TAKAQ. dLQ
KAVDOGO x MY IMEEM FUNKCI@ ODNOGO PEREMENNOGO f(x, ·). mODIFIKACIEJ ALGORITMA A MOV-
NO POLU^ITX NORMALXNYJ ALGORIFM, WY^ISLQ@]IJ FUNKCI@ f(x, ·): DOSTATO^NO K ISHODNOMU
SLOWU 01y0 SLEWA DOBAWITX ARGUMENT x I PRIMENITX ALGORITM** A. w REZULXTATE MY POLU^AEM
ALGORITM, KOTORYJ PO PERWOMU ARGUMENTU x OPREDELQET NOMER SOOTWETSTWU@]EGO ALGORITMA I
TEM SAMYM NOMER s(x). I

sLEDSTWIE 12.3. sU]ESTWUET OB]EREKURSIWNAQ FUNKCIQ s(n, x), DLQ KOTOROJ

U3(n, x, y) = U2(s(n, x), y),

GDE U3 — NUMERACIQ WSEH ^ASTI^NO REKURSIWNYH FUNKCIJ DWUH PEREMENNYH.

J aLGORITM, KOTORYJ PO f(x, y) WY^ISLQET EE FUNKCI@ NOMERA s(x), NESLOVNO MODIFICIROWATX
SLEDU@]IM OBRAZOM: K ^ISLU y DOBAWLQEM PARU ^ISEL n I x I PRIMENQEM ALGORITM WY^ISLENIQ
U3. |TU PROCEDURU OFORMLQEM W WIDE ZAPISI I PO NEJ OPREDELQEM NOMER s(n, x) ZNA^ENIE y NA
SAMOM DELE ZDESX NE NUVNO. w REZULXTATE ESTX ALGORITM, WY^ISLQ@]IJ s(n, x), A \TO ZNA^IT,
^TO \TA FUNKCIQ OB]EREKURSIWNA. I

uSTANOWIM SLEDU@]IJ FAKT.

tEOREMA 12.6 (kLINI). dLQ L@BOJ ^ASTI^NO REKURSIWNOJ FUNKCII g(x) SU]ESTWUET ^ISLO
a TAKOE, ^TO U2(g(a), x) = U2(a, x).

J rASSMOTRIM WSPOMOGATELXNU@ FUNKCI@ f(y, x) = U2(g(s(y, y)), x), GDE s — FUNKCIQ, SU]E-
STWOWANIE KOTOROJ UTWERVDAETSQ SLEDSTWIEM 12.3. pOSKOLXKU f(y, x) ^ASTI^NO REKURSIWNA, SU-
]ESTWUET NOMER n, PRI KOTOROM f(y, x) = U3(n, y, x). w REZULXTATE U2(g(s(y, y)), x) = U3(n, y, x).
sOGLASNO SLEDSTWI@ 12.3 U3(n, y, x) = U2(s(n, y), x). pO\TOMU U2(g(s(y, y)), x) = U2(s(n, y), x).
pOLOVIW y = n I OBOZNA^IW a = s(n, n) S U^ETOM OB]EREKURSIWNOSTI s POLU^AEM U2(g(a), x) =
= U2(a, x). I

dOKAZANNAQ TEOREMA POZWOLQET USTANOWITX UDIWITELXNYJ FAKT. pREDPOLOVIM, ^TO ESTX
SWOJSTWO P , KOTORYM MOVET OBLADATX ILI NE OBLADATX ^ASTI^NO REKURSIWNAQ FUNKCIQ ODNOGO
PEREMENNOGO. oPUSTIM O^EWIDNYE SLU^AI, KOGDA SWOJSTWOM OBLADA@T WSE FUNKCII ILI, NAO-
BOROT, NI ODNA IZ FUNKCIJ ODNOGO PEREMENNOGO. pOSTAWIM WOPROS: SU]ESTWUET LI ALGORITM,
KOTORYJ PO NOMERU l USTANAWLIWAET, OBLADAET LI SWOJSTWOM P FUNKCIQ U2(l, ·)? oKAZYWAETSQ,
^TO \TA ALGORITMI^ESKAQ PROBLEMA NERAZRE[IMA.

tEZIS O SWOJSTWE ZDESX MOVNO OPUSTITX: SWOJSTWO OPREDELQET NEKOTOROE PODMNOVESTWO W
MNOVESTWE WSEH ^ASTI^NO REKURSIWNYH FUNKCIJ ODNOGO PEREMENNOGO, PRI^EM \TO PODMNOVESTWO
SOBSTWENNOE (NE PUSTO I NE ESTX WSE MNOVESTWO). sU]ESTWOWANIE RASPOZNA@]EGO ALGORITMA
RAWNOSILXNO SU]ESTWOWANI@ OB]EREKURSIWNOGO PREDIKATA, WY^ISLQEMOGO ALGORITMOM, KOTORYJ
DLQ DANNOGO x PRINIMAET ZNA^ENIE 1, ESLI FUNKCIQ S NOMEROM x OBLADAET SWOJSTWOM P , I ZNA-
^ENIE 0 W PROTIWNOM SLU^AE. iNA^E GOWORQ, RAZRE[IMOSTX POSTAWLENNOJ PROBLEMY RAWNOSILXNA
TOMU, ^TO MNOVESTWO NOMEROW WSEH ^ASTI^NO REKURSIWNYH FUNKCIJ, OBLADA@]IH SWOJSTWOM

**pRAWDA, ZDESX ESTX TONKOSTX: ESTX ^ASTX ALGORITMOW, RABOTA@]IH S SISTEMAMI ^ISEL I TEM SAMYM WY^I-
SLQ@]IH FUNKCI@, A ESTX PROCEDURA ARIFMETIZACII, KOTORAQ KAVDYJ ALGORITM TRANSFORMIRUET W FUNKCI@.
nADO, ^TOBY PRI \TOM HARAKTER PERWYH ALGORITMOW NE IZMENILSQ.
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P , RAZRE[IMO. oTMETIM, ^TO MNOVESTWO SAMIH ^ASTI^NO REKURSIWNYH FUNKCIJ MOVET BYTX
RAZRE[IMYM, NAPRIMER, ESLI ONO KONE^NO.

tEOREMA 12.7 (rAJS). pUSTX P — SOBSTWENNOE PODMNOVESTWO MNOVESTWA WSEH ^ASTI^-
NO REKURSIWNYH FUNKCIJ ODNOGO PEREMENNOGO. pRI L@BOJ NUMERACII ^ASTI^NO REKURSIWNYH
FUNKCIJ MNOVESTWO NOMEROW FUNKCIJ, PRINADLEVA]IH P , NE RAZRE[IMO.

J pREDPOLOVIM, ^TO MNOVESTWO NOMEROW N(P ) FUNKCIJ, PRINADLEVA]IH P , RAZRE[IMO. tOGDA
I DOPOLNENIE N(P ) RAZRE[IMO, T.E. OBE HARAKTERISTI^ESKIE FUNKCII χN I χN MNOVESTW N(P )

I N(P ) QWLQ@TSQ OB]EREKURSIWNYMI. pO USLOWI@ OBA MNOVESTWA NE PUSTY, PO\TOMU MOVNO
WYBRATX α ∈ N(P ) I β /∈ N(P ). rASSMOTRIM FUNKCI@

g(x) =

{
α, x /∈ N(P );
β, x ∈ N(P ).

w SILU PREDSTAWLENIQ g(x) = αχN(x) + βχN(x) DELAEM ZAKL@^ENIE, ^TO FUNKCIQ g(x) OB]ERE-
KURSIWNA.

pO FUNKCII g(x) WYBEREM ^ISLO a W SOOTWETSTWII S TEOREMOJ kLINI I RASSMOTRIM FUNKCI@
f(x) = U(g(A), x), KOTORAQ, O^EWIDNO, ^ASTI^NO REKURSIWNA. iNTERESNO, PRINADLEVIT LI ^ISLO
a MNOVESTWU N(P )?

pREDPOLOVIM, ^TO a ∈ N(P ). tOGDA g(a) = β /∈ N(P ). w REZULXTATE, S ODNOJ STORONY,
U(a, ·) ∈ P , A S DRUGOJ, U(a, ·) = U(g(a), ·) = U(β, ·) /∈ P . pREDPOLOVENIE a /∈ P TAKVE PRIWODIT
K PROTIWORE^I@. sLEDOWATELXNO, ISHODNOE PREDPOLOVENIE O RAZRE[IMOSTI N(p) NEWERNO. I
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213. slovnostx algoritmow

bOGATAQ PRAKTIKA PROGRAMMIROWANIQ W NA[E WREMQ ESTESTWENNYM OBRAZOM FORMIRUET PRED-
STAWLENIQ O SLOVNOSTI PROGRAMMY. mY BY SKAZALI, ^TO BOLEE SLOVNOJ QWLQETSQ PROGRAMMA,
POTREBLQ@]AQ BOLX[EE KOLI^ESTWO RESURSOW. kL@^EWYMI RESURSAMI W SOWREMENNOJ WY^ISLI-
TELXNOJ PRAKTIKE QWLQ@TSQ PAMQTX I WREMQ. |TO I LOVITSQ W OSNOWU PONQTIJ SO SLOVNOSTI
ALGORITMOW.

zAMETIM, ^TO ISPOLXZUEMU@ PROGRAMMOJ PAMQTX MOVNO RAZDELITX NA DWE ^ASTI: PAMQTX DLQ
RAZME]ENIQ SAMOJ PROGRAMMY I PAMQTX DLQ RAZME]ENIQ DANNYH. mY SOSREDOTO^IMSQ TOLXKO
NA 1-J ^ASTI, T.E. NA OCENKE EMKOSTI SAMOJ PROGRAMMY.

rAZUMEETSQ, ISPOLXZUEMYE RESURSY ZAWISQT OT TOGO, W KAKOJ SREDE REALIZUETSQ PROGRAMMA.
w KONTEKSTE TEORII ALGORITMOW MOVNO SKAZATX TAK: SLOVNOSTX ALGORITMA ZAWISIT OT ISPOLX-
ZUEMOJ WY^ISLITELXNOJ MODELI. mY KOSNEMSQ DWUH WY^ISLITELXNYH MODELEJ: NORMALXNYH
ALGORIFMOW I ODNOLENTO^NYH MA[IN tX@RINGA.

rEKURSIWNYE FUNKCII STOQT ZDESX OSOBNQKOM, POSKOLXKU MEHANIZM REKURSII MOVNO UPODO-
BITX NEALGORITMI^ESKOMU OPISANI@ SOOTWETSTWU@]EGO PREOBRAZOWANIQ. pODOBNYE OPISANIQ
NA[LI SWOE PRIMENENIE W PRAKTIKE PROGRAMMIROWANIQ. |TU WY^ISLITELXNU@ MODELX W KONTEK-
STE SLOVNOSTI MY OBSUVDATX NE BUDEM.

13.1. sLOVNOSTX NORMALXNYH ALGORIFMOW

sLOVNOSTX@ NORMALXNOGO ALGORIFMA S(A) NAZYWAETSQ KOLI^ESTWO ZNAKOW W IZOBRA-
VENII \TOGO ALGORIFMA, T.E. S(A) = |AI|. sLOVNOSTX WREMENI RABOTY tA(X) ALGORITMA
A NAD SLOWOM X — \TO ^ISLO [AGOW RABOTY ALGORITMA DLQ DANNOGO SLOWA X. eSLI ALGORITM
NEPRIMENIM K SLOWU X, S^ITAEM, ^TO tA(X) = ∞.

rASSMOTRIM PROBLEMU RASPOZNAWANIQ SWOJSTWA P , KOTORYM MOGUT OBLADATX ILI NE OBLADATX
SLOWA W ALFAWITE A. tAKAQ PROBLEMA W CELOM NERAZRE[IMA. oDNAKO RAZRE[IMOJ MOVET BYTX
OGRANI^ENNAQ PROBLEMA — PROBLEMA SU]ESTWOWANIQ ALGORITMA, RASPOZNA@]EGO SWOJSTWO
P DLQ SLOW DLINY NE BOLEE n. oTSUTSTWIE ALGORITMA DLQ WSEGO MNOVESTWA SLOW, W ^ASTNOSTI,
WYTEKAET IZ TOGO, ^TO SLOVNOSTX ALGORITMA, RE[A@]EGO OGRANI^ENNU@ PROBLEMU, RASTET S
ROSTOM PREDELXNOJ DLINY SLOWA.

nAZOWEM WERHNEJ OCENKOJ SLOVNOSTI RASPOZNAWANIQ SWOJSTWA P TAKU@ FUNKCI@ f(n), ^TO
DLQ KAVDOGO n SU]ESTWUET NORMALXNYJ ALGORIFM, RE[A@]IJ n-OGRANI^ENNU@ PROBLEMU RAS-
POZNAWANIQ SWOJSTWA P I IME@]IJ SLOVNOSTX NE WY[E f(n). nIVNEJ OCENKOJ NAZOWEM TAKU@
FUNKCI@ g(n), ^TO NI ODIN ALGORITM, RE[A@]IJ n-OGRANI^ENNU@ PROBLEMU RASPOZNAWANIQ, NE
MOVET IMETX SLOVNOSTX MENEE g(n).

pROSTENXKAQ TEOREMA O SLOVNOSTI RASPOZNAWANIQ SAMOPRIMENIMOSTI POKAZYWAET, PO^EMU \TA
MASSOWAQ PROBLEMA NERAZRE[IMA.

tEOREMA 13.1. pUSTX N — NATURALXNOE ^ISLO I R — NORMALXNYJ ALGORIFM W ALFAWITE A,
IME@]EM NE MENEE ^ETYREH BUKW, PRIMENIMYJ K ZAPISI NORMALXNOGO ALGORIFMA A W ALFAWITE
A SLOVNOSTI S(A) 6 N TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA A NESAMOPRIMENIM. tOGDA S(R) > N .

J eSLI S(R) 6 N , TO EGO MOVNO PRIMENITX K SWOEJ ZAPISI. pRI \TOM SOGLASNO USLOWI@, ESLI ON
NESAMOPRIMENIM, TO ON PRIMENIM K SWOEJ ZAPISI, T.E. SAMOPRIMENIM I, NAOBOROT, ESLI ON SAMO-
PRIMENIM, TO ON NEPRIMENIM K SWOEJ ZAPISI, T.E. NESAMOPRIMENIM. pROTIWORE^IE POKAZYWAET,
^TO NA SAMOM DELE S(R) > N . I
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pEREHODIM K OCENKE SLOVNOSTI PROBLEMY RASPOZNAWANIQ NESAMOPRIMENIMOSTI. zAFIKSIRU-
EM ^ETYREHBUKWENNYJ ALFAWIT A1 = abcd. dLQ PROIZWOLXNOGO NORMALXNOGO ALGORIFMA A W
ALFAWITE A1 POSTROIM ALGORITM B W ALFAWITE A1e SO SHEMOJ

eξ →· Λ,
ξe →· Λ,
e → e,
Ae,

GDE Ae — NORMALXNYJ ALGORIFM, POLU^ENNYJ IZ ZAMYKANIQ A ZAMENOJ KAVDOJ TERMINALXNOJ
PODSTANOWKI P →· Q PODSTANOWKOJ P → eQ.

nETRUDNO UWIDETX, ^TO QWNO POSTROENA KOMPOZICIQ DWUH ALGORITMOW, PRI^EM WTOROJ ESTX

”
ZACIKLIWATELX“ ξ →· Λ, Λ → Λ. aLGORITM B PRIMENIM K SLOWU X W A1 TOGDA I TOLXKO
TOGDA, KOGDA A(X) 6= Λ. uSTROIM PEREWOD Bτ ALGORITMA B W ALFAWIT A1, ISPOLXZUQ W KA^ESTWE
BAZY A0 = ab I PEREWODQ OSTALXNYE BUKWY PO PRAWILAM c → cdc, d → cd2c, e → cd3c. oCENIM
SLOVNOSTX Bτ ^EREZ SLOVNOSTX A, POLAGAQ, ^TO SHEMA ALGORITMA A IMEET k PODSTANOWOK.

~ISLO BUKW ALFAWITA A1 W SHEME A MOVNO PODS^ITATX, WY^TQ WSE SLUVEBNYE SIMWOLY: k
SIMWOLOW α ILI β I k + 1 SIMWOL γ. pOLU^AETSQ S(A)− (2k + 1). sHEMA ALGORITMA Ae SODERVIT
DOPOLNITELXNU@ PODSTANOWKU, NO ^ISLO SIMWOLOW ALFAWITA A1 BUDET TO VE SAMOE. pRI PEREHODE
K PEREWODU \TOGO ALGORIFMA KAVDAQ BUKWA ALFAWITA A1 ZAMENQETSQ SLOWOM DLINY NE BOLEE 4.
kROME TOGO, W \TOM PEREWODE BUDET DO k +1 BUKW e, KAVDAQ IZ KOTORYH ZAMENQETSQ SLOWOM DLINY
5. w REZULXTATE POLU^IM OCENKU

4(S(A)− (2k + 1)) + 5(k + 1) + 2k + 3 = 4S(A)− k + 4.

pERWYE TRI STROKI (FAKTI^ESKI \TO 9 PODSTANOWOK) DOBAWLQ@T E]E (5 · 4 + 4 + 3 + 1 + 1 + 4) · 2+
+ 11 + 9 = 86 BUKW. w REZULXTATE

S(Bτ ) 6 4S(A)− k + 90 6 4S(A) + 89. (13.1)

pOLU^ENNAQ OCENKA POZWOLQET DOKAZATX SLEDU@]U@ TEOREMU.

tEOREMA 13.2. pUSTX NATURALXNOE ^ISLO N I NORMALXNYJ ALGORIFM C W A1 TAKOWY, ^TO C
PRIMENIM K ZAPISI WSQKOGO ALGORITMA A W A1 S S(A) 6 N , PRI^EM C(AZ) = Λ TOGDA I TOLXKO
TOGDA, KOGDA A NESAMOPRIMENIM. tOGDA S(C) >

N − 89
4

.

J pO ALGORITMU C POSTROIM ALGORITM Bτ , KAK OPISANO WY[E. tOGDA ALGORITM Bτ BUDET NE-
PRIMENIM K ZAPISI ALGORITMA A S S(A) 6 N TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA C = Λ, T.E. KOGDA
A NESAMOPRIMENIM. pO DOKAZANNOMU W TEOREME 13.1 S(Bτ ) > N , A SOGLASNO NERAWENSTWU (13.1)
POLU^AEM

S(C) >
S(Bτ )− 89

4
>

N − 89

4
.

^TO I TREBOWALOSX DOKAZATX. I

zAME^ANIE 13.1. iZ DOKAZANNOJ TEOREMY NEMEDLENNO WYTEKAET, ^TO OB]AQ PROBLEMA NESA-
MOPRIMENIMOSTI NERAZRE[IMA: DLQ RAZRE[A@]EGO ALGORITMA C, ESLI ON SU]ESTWUET, POLU^AEM,

^TO S(C) >
N − 89

4
DLQ L@BOGO NATURALXNOGO N , A \TO NEWOZMOVNO.

zAME^ANIE 13.2. aNALOGI^NYM OBRAZOM MOVNO POLU^ITX OCENKU DLQ ALGORITMOW, RE[A-
@]IH OGRANI^ENNU@ PROBLEMU SAMOPRIMENIMOSTI. dLQ \TOGO WZAMEN ALGORITMA B STROIM
ALGORITM B′ SO SHEMOJ 

eξ → eξ,
ξe → ξe,
e →· Λ,
Ae,
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pERWYE ^ETYRE STROKI W SHEME DA@T [2 · (5 · 4 + 4 + 3 + 1 + 1) + 4] · 2 + 6 + 9 = 139 SIMWOLOW (BY-
LO 86). pO\TOMU, POWTORQQ RASSUVDENIQ, ZAKL@^AEM, ^TO NORMALXNYJ ALGORIFM C′, RE[A@]IJ
N -OGRANI^ENNU@ PROBLEMU SAMOPRIMENIMOSTI, IMEET OCENKU SLOVNOSTI

S(C′) >
N − 142

4
.

sKAVEM, ^TO NORMALXNYJ ALGORIFM C NAD ALFAWITOM A RE[AET N -OGRANI^ENNU@ PROBLEMU
PRIMENIMOSTI NORMALXNOGO ALGORIFMA A K SLOWAM W ALFAWITE A, ESLI DLQ WSQKOGO SLOWA X ∈ A∗

DLINY NE BOLEE N , WO-PERWYH, !C(X), A WO-WTORYH, C(X) = Λ ⇔ !A(X).
nAPOMNIM, ^TO PROBLEMA PRIMENIMOSTI BYLA SWEDENA K PROBLEME NESAMOPRIMENIMOSTI.

uTO^NIM \TO SWEDENIE, PODS^ITAW SOOTWETSTWU@]EE KOLI^ESTWO SIMWOLOW. nAPOMNIM, ^TO,
WIDOIZMENIW UNIWERSALXNYJ ALGORIFM R, MY POSTROILI NORMALXNYJ ALGORIFM R1 NAD AL-
FAWITOM A1e, KOTORYJ UDOWLETWORQET USLOWI@ R1(A

ZeX) ' A(X). o^EWIDNAQ MODIFIKACIQ S
SOEDINENIEM PRIWODIT K NORMALXNOMU ALGORIFMU R2, DLQ KOTOROGO R2(X) ' R1(XeX). dLQ
\TOGO ALGORITMA, W ^ASTNOSTI, R2(A

Z) ' A(AZ), T.E. ALGORITM R2 RASPOZNAET SAMOPRIMENIMOSTX
ALGORITMA. oSTALOSX PEREWESTI EGO W ALGORITM R3 W ALFAWITE A1, IMEQ W WIDU, ^TO ZAPISI
NORMALXNYH ALGORIFMOW ISPOLXZU@T TOLXKO BUKWY a I b.

pRI OTSUTSTWII OGRANI^ENIJ NA DLINU ALGORITMA \TA KONSTRUKCIQ PRIWODILA K PROTIWO-
RE^I@, POSKOLXKU DOPUSKALOSX RASSMATRIWATX PRIMENIMOSTX POSTROENNOGO ALGORITMA K SAMOMU
SEBE. oDNAKO WWEDENIE NA OGRANI^ENIE DLINY ZAPISI \TU PROBLEMU SNIMAET I MY LI[X MOVEM
UTWERVDATX, ^TO ZAPISX POSTROENNOGO ALGORITMA NE PROHODIT PO DLINE.

tEOREMA 13.3. pUSTX N — PROIZWOLXNOE NATURALXNOE ^ISLO. kAKOW BY NI BYL ALGORITM C
W ALFAWITE A1, RE[A@]IJ N -OGRANI^ENNU@ PROBLEMU NEPRIMENIMOSTI ALGORITMA R3 K SLOWAM
W ALFAWITE A0, WERNA OCENKA

S(C) >
N

36
− 45

2
.

J eSLI NORMALXNYJ ALGORIFM C RE[AET PROBLEMU NEPRIMENIMOSTI ALGORITMA R3 K SLOWAM W
ALFAWITE A0, TO, W ^ASTNOSTI, ON PRIMENIM K ZAPISI L@BOGO ALGORITMA S DLINOJ ZAPISI NE BOLEE
N , PRI^EM C(AZ) = Λ ⇔ ¬!A(AZ).

oTMETIM, ^TO DLQ L@BOGO NORMALXNOGO ALGORIFMA A W ALFAWITE A1 IMEEM |AZ| 6 9|AI|,
POSKOLXKU IZOBRAVENIE STROITSQ W SEMIBUKWENNOM ALFAWITE abcdαβγ I PRI PEREWODE SEMI BUKW
W DWUHBUKWENNYJ ALFAWIT KAVDAQ BUDET ZAPISANA MAKSIMUM 9 BUKWAMI.

pUSTX A — NORMALXNYJ ALGORIFM W a1 S DLINOJ IZOBRAVENIQ (SLOVNOSTX@) NE BOLEE
[

N

9

]
(CELOJ ^ASTI DROBI). tOGDA |AZ| 6 N . sLEDOWATELXNO, !C(AZ) I C(AZ) = Λ ⇔ ¬!A(AZ). mY
WIDIM, ^TO C RE[AET K-OGRANI^ENNU@ PROBLEMU NESAMOPRIMENIMOSTI S K =

[
N

9

]
. pO\TOMU

S(C) >
K − 89

4
>

1

4

(N

9
− 1− 89

)
=

N

36
− 45

2
,

^TO I TREBOWALOSX DOKAZATX. I

zAME^ANIE 13.3. u^ITYWAQ ZAME^ANIE 13.2, NETRUDNO POLU^ITX OCENKU SLOVNOSTI DLQ
ALGORITMA, RE[A@]EGO N -OGRANI^ENNU@ PROBLEMU PRIMENIMOSTI K SLOWU:

S(C′) >
N

36
− 143

4
.

tEOREMA 13.3 I ZAME^ANIE 13.3 USTANAWLIWA@T NIVN@@ OCENKU DLQ OGRANI^ENNOJ PROBLEMY
NEPRIMENIMOSTI ILI PRIMENIMOSTI K SLOWU. sU]ESTWU@T I WERHNIE OCENKI, IME@]IE TOT
PORQDOK ROSTA, ^TO I NIVNIE OCENKI.

tEOREMA 13.4. kAKOW BY NI BYL NORMALXNYJ ALGORIFM R NAD ALFAWITOM A0, SU]ESTWUET
TAKAQ POSTOQNNAQ k, ^TO DLQ L@BOGO N SU]ESTWUET NORMALXNYJ ALGORIFM C SLOVNOSTI NE BOLEE
N + k, RE[A@]IJ N -OGRANI^ENNU@ PROBLEMU PRIMENIMOSTI R K SLOWAM ALFAWITA A0.
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13.2. sLOVNOSTX MA[IN tX@RINGA

pUSTX ZADANA MA[INA tX@RINGA T S WNE[NIM ALFAWITOM A = a0a1 . . . an, I WNUTRENNIM ALFA-
WITOM Q = q0q1 . . . qm. sLOVNOSTX@ S(T ) MA[INY tX@RINGA T NAZYWAETSQ MAKSIMALXNAQ
EMKOSTX PROGRAMMY, RAWNAQ m(n + 1). wREMENNÓJ SLOVNOSTX@ (SLOVNOSTX@ WREMENI RA-
BOTY) tT (K) NA KONFIGURACII K NAZYWAETSQ KOLI^ESTWO [AGOW, SDELANNYH MA[INOJ tX@RINGA
NA^INAQ S KONFIGURACII K DO ZAWER[ENIQ RABOTY. eSLI MA[INA tX@RINGA NEPRIMENIMA K
DANNOJ KONFIGURACII, TO S^ITAEM, ^TO tT (K) = ∞.

dLQ DANNOJ WY^ISLIMOJ SLOWARNOJ FUNKCII f MOVNO UKAZATX MNOGO MA[IN tX@RINGA, EE
WY^ISLQ@]IH. w KAKIH PREDELAH MENQETSQ SLOVNOSTX \TIH MA[IN? nAZOWEM ^ISLO l WERHNEJ
OCENKOJ SLOVNOSTI DLQ FUNKCII f , ESLI SU]ESTWUET MA[INA tX@RINGA, WY^ISLQ@]AQ
f , SLOVNOSTI NE WY[E l. ~ISLO k NAZYWAETSQ NIVNEJ OCENKOJ SLOVNOSTI, ESLI L@BAQ
MA[INA tX@RINGA, WY^ISLQ@]AQ f , IMEET SLOVNOSTX NE MENEE k.

pRI OTSUTSTWII ALGORITMA, RE[A@]EGO TU ILI INU@ MASSOWU@ PROBLEMU, MOVNO RASSMA-
TRIWATX SERI@ ALGORITMOW, RE[A@]IH OGRANI^ENNU@ MASSOWU@ PROBLEMU. dOPUSTIM, ^TO
RE[ENIE MASSOWOJ PROBLEMY WYRAVAETSQ KAK WY^ISLENIE NEKOTOROJ SLOWARNOJ FUNKCII f(X).
oTSUTSTWIE ALGORITMA OZNA^AET, ^TO \TA FUNKCIQ NEWY^ISLIMA. rASSMOTRIM N -OGRANI^ENNU@
PROBLEMU, SOSTOQ]U@ W WY^ISLENII FUNKCII f(X) DLQ SLOW DLINY |X| 6 N . tAKIH SLOW W
DANNOM ALFAWITE KONE^NOE ^ISLO I, SLEDOWATELXNO, OGRANI^ENNAQ PROBLEMA RAZRE[IMA. rAZ-
RE[A@]IH ALGORITMOW MOVET BYTX MNOGO. sKAVEM, ^TO FUNKCIQ h(N) ESTX WERHNQQ OCENKA
SLOVNOSTI WY^ISLENIQ FUNKCII f(X), ESLI DLQ L@BOGO N SU]ESTWUET MA[INA tX@RINGA, WY-
^ISLQ@]AQ f(X) PRI |X| 6 N I IME@]AQ SLOVNOSTX NE WY[E h(N). nIVNEJ OCENKOJ SLOVNOSTI
WY^ISLENIQ FUNKCII f(X) NAZYWAETSQ L@BAQ FUNKCIQ g(N), TAKAQ, ^TO DLQ L@BAQ MA[INA tX@-
RINGA, RE[A@]AQ N -OGRANI^ENNU@ PROBLEMU WY^ISLENIQ f(X), IMEET SLOVNOSTX NE NIVE g(N).
aNALOGI^NYE OPREDELENIQ WWODQTSQ I DLQ WREMENNOJ SLOVNOSTI.

pO POWODU WREMENNÓJ SLOVNOSTI OTMETIM SLEDU@]IJ FAKT.

tEOREMA 13.5 (TEOREMA bL@MA OB USKORENII). pUSTX r — OB]EREKURSIWNAQ FUNKCIQ.
sU]ESTWUET OB]EREKURSIWNAQ FUNKCIQ f , TAKAQ, ^TO DLQ L@BOJ MA[INY tX@RINGA T , WY^ISLQ-
@]EJ f , SU]ESTWUET MA[INA tX@RINGA T1, TAKVE WY^ISLQ@]AQ f , DLQ KOTOROJ r(tT1(n)) < tT (n)
NA^INAQ S NEKOTOROGO NOMERA n.

pUSTX r(n) = 2n (\TO, KAK LEGKO POKAZATX, OB]EREKURSIWNAQ FUNKCIQ). sU]ESTWUET FUNK-
CIQ f , OBLADA@]AQ SLEDU@]IM SWOJSTWOM. eSLI T — MA[INA tX@RINGA, WY^ISLQ@]AQ f ,
TO SU]ESTWUET MA[INA tX@RINGA T1, TAKVE WY^ISLQ@]AQ f , DLQ KOTOROJ tT1(n) < log2 tT (n)
PRI BOLX[IH n. dALEE, SU]ESTWUET MA[INA tX@RINGA T2, TAKVE WY^ISLQ@]AQ f , DLQ KOTOROJ
tT2(n) < log2 tT1(n) < log2 log2 tT (n) PRI BOLX[IH n. |TOT PROCESS MOVNO PRODOLVITX.

13.3. kLASSY SLOVNOSTI P I NP

tEOREMA bL@MA STAWIT KREST NA POPYTKE WWESTI PONQTIE OPTIMALXNOGO, T.E. NAIMENX[EGO
PO SLOVNOSTI, ALGORITMA. rAZWITIE TEORII SLOVNOSTI PO[LO PO PUTI WYDELENIQ KLASSOW SLOV-
NOSTI ALGORITMOW. wO WSEH \TIH ZADA^AH RASSMATRIWA@TSQ TAK NAZYWAEMYE RASPOZNA@]IE
ALGORITMY, KOTORYE PRIMENIMY K L@BOMU SLOWU I DA@T DWA WOZMOVNYH OTWETA 1 (DA) I 0
NET. |TIM ALGORITMAM SOOTWETSTWUET PONQTIE OB]EREKURSIWNYJ PREDIKAT. iM MOVNO PRIDATX
RAZLI^NU@ TRAKTOWKU: RASPOZNAWANIE SWOJSTWA, KOTORYM MOVET OBLADATX SLOWO W DANNOM ALFA-
WITE, RASPOZNAWANIE PRINADLEVNOSTI SLOWA MNOVESTWU, PROWERKA TEH ILI INYH UTWERVDENIJ O
SLOWAH W DANNOM ALFAWITE I T.P.

mOVNO W SAMOM OB]EM WIDE TAK POSTAWITX MASSOWU@ PROBLEMU. eSTX BESKONE^NOE (S^ETNOE)
MNOVESTWO ODNOTIPNYH ZADA^, ZAWISQ]IH OT NEKOTOROGO NABORA PARAMETROW. mY KODIRUEM \TI
PARAMETRY S POMO]X@ NEKOTOROGO NABORA SIMWOLOW (ALFAWITA) I TEM SAMYM STAWIM KAVDOJ
KONKRETNOJ ZADA^E SLOWO W ZAFIKSIROWANNOM ALFAWITE. rE[ENIE ZADA^I — OTWET

”
DA“ ILI
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13. sLOVNOSTX ALGORITMOW 137

”
NET“. mY PRIHODIM W REZULXTATE K ZADA^E WY^ISLIMOSTI NEKOTOROGO SLOWARNOGO PREDIKATA W
ZADANNOM ALFAWITE.

w ZNA^ITELXNOJ ^ASTI LITERATURY PO \TOJ TEMATIKE ISPOLXZU@T TAKU@ TRAKTOWKU. l@BOE
MNOVESTWO SLOW W DANNOM ALFAWITE NAZYWA@T QZYKOM. iNA^E GOWORQ, QZYK W ALFAWITE A —
\TO L@BOE PODMNOVESTWO L ⊂ A∗. aLGORITM T (MA[INA tX@RINGA ILI DRUGAQ WY^ISLITELXNAQ
MODELX) RASPOZNAET QZYK L, ESLI ON PRIMENIM K L@BOMU SLOWU W DANNOM ALFAWITE I T (X) = 1
TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA X ∈ L. nAPOMNIM, ^TO W \TOM KONTEKSTE MOVNO OGRANI^ITXSQ
DWUHBUKWENNYM ALFAWITOM.

pUSTX ZADAN ALFAWIT A I SLOWARNAQ FUNKCIQ f : A∗ → A∗ WY^ISLIMA PO tX@RINGU. sKA-
VEM, ^TO MA[INA tX@RINGA T , WY^ISLQ@]AQ f , POLINOMIALXNAQ (WY^ISLQET f ZA POLINOMI-
ALXNOE WREMQ), ESLI SU]ESTWUET TAKOJ POLINOM Q(t), ^TO DLQ L@BOGO SLOWA X ∈ A∗ IMEEM
tT (X) 6 Q(|X|), GDE |X| — DLINA SLOWA X. sLOWARNAQ FUNKCIQ f POLINOMIALXNAQ (WY-
^ISLIMA ZA POLINOMIALXNOE WREMQ), ESLI SU]ESTWUET MA[INA tX@RINGA, WY^ISLQ@]AQ f ZA
POLINOMIALXNOE WREMQ. mNOVESTWO TAKIH FUNKCIJ OBOZNA^IM ^EREZ Π.

sREDI SLOWARNYH FUNKCIJ WYDELIM SLOWARNYE PREDIKATY— WS@DU OPREDELENNYE FUNK-
CII, PRINIMA@]IE LI[X DWA ZNA^ENIQ 0 I 1. sLOWARNYJ PREDIKAT PREDSTAWLQET SOBOJ HARAK-
TERISTI^ESKU@ FUNKCI@ NEKOTOROGO MNOVESTWA SLOW W RASSMATRIWAEMOM ALFAWITE.

sKAVEM, ^TO MA[INA tX@RINGA T RASPOZNAET QZYK L ZA POLINOMIALXNOE WREMQ, ESLI ONA
WY^ISLQET HARAKTERISTI^ESKU@ FUNKCI@ \TOGO QZYKA ZA POLINOMIALXNOE WREMQ. qZYK L
RASPOZNAWAEM ZA POLINOMIALXNOE WREMQ, tSLI EGO HARAKTERISTI^ESKAQ FUNKCIQ POLI-
NOMIALXNAQ. kLASS TAKIH QZYKOW OBOZNA^IM ^EREZ P .

rAZUMEETSQ, WY^ISLIMOSTX SLOWARNOGO PREDIKATA NE ZAWISIT OT WYBORA WY^ISLITELXNOJ MO-
DELI, NO SLOVNOSTX DLQ KAVDOJ MODELI SWOQ. nAPRIMER, MOVNO POSTAWITX WOPROS O WREMENNOJ
SLOVNOSTI WY^ISLENIQ DANNOGO PREDIKATA W RAMKAH NORMALXNYH ALGORIFMOW I W RAMKAH MA[IN
tX@RINGA KAKOJ-LIBO MODIFIKACII. oDNAKO MOVNO POKAZATX, ^TO PERENOS ALGORITMA IZ ODNOJ
WY^ISLITELXNOJ MODELI W DRUGU@ (SREDI IZWESTNYH) PRIWODIT K POLINOMIALXNOMU UWELI^E-
NI@ SLOVNOSTI. |TO ZNA^IT, ^TO KLASS P , FORMALXNO WWODIMYJ DLQ KAVDOJ WY^ISLITELXNOJ
MODELI, NA SAMOM DELE ODINAKOW DLQ [IROKOGO KRUGA TAKIH WY^ISLITELXNYH MODELEJ.

w KA^ESTWE \TALONNYH PRI OCENKE SLOVNOSTI WYBIRA@T ODNOLENTO^NYE MA[INY tX@RINGA
KAK BOLEE \LEMENTARNYE, NAPRIMER, PO SRAWNENI@ S NORMALXNYMI ALGORIFMAMI. pO\TOMU TE
ILI INYE OCENKI DLQ MA[IN tX@RINGA POLU^ITX LEG^E.

gOWORQT O ZADA^AH POLINOMIALXNOJ SLOVNOSTI, A TAKVE O ZADA^AH \KSPONENCIALXNOJ SLOV-
NOSTI — ZADA^AH, SLOVNOSTX KOTORYH NE MOVET BYTX OCENENA SWERHU NIKAKIM POLINOMOM.
oTMETIM, ^TO K \KSPONENCIALXNYM OTNOSQT, NAPRIMER, I ZADA^I, WREMENNAQ SLOVNOSTX KOTO-
RYH RASTET KAK eln2 n (T.E. ^UTX WY[E POLINOMIALXNOJ). s PRAKTI^ESKOJ TO^KI ZRENIQ PROBLEMY
POLINOMIALXNOJ SLOVNOSTI OTLI^AET TO, ^TO PRI UWELI^ENIQ BYSTRODEJSTWIQ W NESKOLXKO RAZ,
SLOVNOSTX ZADA^I, RE[AEMOJ ZA PRIEMLEMOE WREMQ TAKVE POWY[AETSQ W NESKOLXKO RAZ, T.E. ZDESX
ZAWISIMOSTX MULXTIPLIKATIWNAQ. pRI \KSPONENCIALXNOJ SLOVNOSTI ZAWISIMOSTX ADDITIWNAQ.

rASSMOTRIM, K PRIMERU, ZADA^U PROWERKI WYPOLNIMOSTI knf. mOVNO WYPOLNITX 2n OPE-
RACIJ WY^ISLENIQ ZNA^ENIQ knf NA WSEWOZMOVNYH NABORAH BULEWYH PEREMENNYH. i DLINA
knf, ZAPISANNOJ W TOM ILI INOM ALFAWITE, I ALGORITM WY^ISLENIQ EE ZNA^ENIQ NA KONKRETNOM
NABORE ZNA^ENIJ PEREMENNYH POLINOMIALXNO ZAWISQT OT KOLI^ESTWA PEREMENNYH. a W CELOM
RASSMATRIWAEMYJ ALGORITM PEREBORA ZNA^ENIJ IMEET \KSPONENCIALXNU@ SLOVNOSTX. aLGORITM
POLINOMIALXNOJ SLOVNOSTI DLQ \TOJ ZADA^I NE IZWESTEN. oDNAKO SITUACIQ MENQETSQ, ESLI KOLI-
^ESTWO PEREMENNYH W KAVDOJ \LEMENTARNOJ DIZ_@NKCII OGRANI^ENO. nAPRIMER, ESLI W KAVDOJ
\LEMENTARNOJ DIZ_@NKCII WSEGO DWE PEREMENNYH, TO METOD REZOL@CIJ PRIWODIT K PEREBORU NE
BOLEE n(n + 1)

2
PAR I DAST OTWET ZA POLINOMIALXNOE WREMQ.

e]E ODNA ZADA^A — PROWERKA, QWLQETSQ LI OTNO[ENIE, ZADANNOE NA KONE^NOM MNOVESTWE,
OTNO[ENIEM \KWIWALENTNOSTI. zDESX NADO PROWERITX TRI USLOWIQ: SIMMETRI^NOSTX, REFLEKSIW-
NOSTX I TRANZITIWNOSTX. pROWERKA KAVDOGO IZ \TIH USLOWIJ IMEET POLINOMIALXNU@ WREMENNU@
SLOVNOSTX. tAKIM OBRAZOM, \TA ZADA^A — IZ KLASSA P .
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kLASS SLOVNOSTI NP ANALOGI^EN KLASSU SLOVNOSTI P , NO ZA OSNOWU WZQTY TAK NAZYWAEMYE
NEDETERMINIROWANNYE MA[INY tX@RINGA. tAKAQ MA[INA USTROENA W CELOM TAK VE, KAK
I OBY^NAQ, NO DLQ KAVDOGO SOSTOQNIQ ONA POZWOLQET NESKOLXKO WARIANTOW PEREHODA, T.E. PARE

”
SOSTOQNIE — OBOZREWAEMYJ SIMWOL“ SOOTWETSTWUET NESKOLXKO KOMAND, I ONA WYBIRAET L@BU@.

dLQ NEDETERMINIROWANNOJ MA[INY tX@RINGA DLQ KAVDOGO SLOWA (ILI DLQ WSEH) ESTX KAK BY
NESKOLXKO WARIANTOW OTWETA. s^ITAEM, ^TO REZULXTAT EE RABOTY 1, ESLI HOTQ BY ODIN OTWET 1,
INA^E 0. wREMENEM RABOTY NEDETERMINIROWANNOJ MA[INY NA DANNOM SLOWE NAZYWAETSQ LIBO [AG
PERWOGO POQWLENIQ REZULXTATA 1, LIBO [AG ZAER[ENIQ POSLEDNEGO WARIANTA, ESLI WSE OTWETY 0.

dETERMINIROWANNU@ MA[INU tX@RINGA MOVNO RASSMATRIWATX KAK ^ASTNYJ SLU^AJ NEDE-
TERMINIROWANNOJ. iZ TOGO, ^TO PREDSTAWLQET SOBOJ REZULXTAT RABOTY NEDETERMINIROWANNOJ
MA[INY tX@RINGA, ZAKL@^AEM, ^TO RE^X IDET NE O WYBORE SLU^AJNOGO WARIANTA RABOTY (DLQ
\TOGO ESTX WEROQTNOSTNYE MA[INY), A OB ANALIZE WSE WARIANTOW RABOTY MA[INY. mOVNO
POKAZATX, ^TO RABOTU L@BOJ NEDETERMINIROWANNOJ MA[INY MOVNO REALIZOWATX S POMO]X@ SO-
OTWETSTWU@]EJ DETERMINIROWANNOJ MA[INY, KOTORAQ PRI POQWLENII NESKOLXKIH WARIANTOW NA
LENTE DUBLIRUET INFORMACI@ I PARALLELXNO WEDET KAVDYJ IZ \TIH WARIANTOW. dRUGIMI SLO-
WAMI, NEDETERMINIROWANNAQ MA[INA — \TO TEORETI^ESKOE OPISANIE PEREBORNOGO ALGORITMA.

hOTQ KLASS RAZRE[IMYH PROBLEM DLQ DETERMINIROWANNOJ I NEDETERMINIROWANNOJ MA[IN SO-
WPADA@T, \TI MA[INY RAZLI^A@TSQ PO SLOVNOSTI WY^ISLENIJ. kLASS NP — \TO KLASS PROBLEM,
DLQ KOTORYH SU]ESTWUET RAZRE[A@]AQ NEDETERMINIROWANNAQ MA[INA tX@RINGA POLINOMIALX-
NOJ WREMENNÓJ SLOVNOSTI. o^EWIDNO, ^TO P ⊂ NP . nO KAKOE \TO WKL@^ENIE STROGOE ILI NET?
oTWET NE IZWESTEN. aNALIZU \TOJ PROBLEMY POSWQ]ENO DOWOLXNO MNOGO USILIJ.

nEDETERMINIROWANNAQ MA[INA — UDOBNYJ SPOSOB OPISANIQ PEREBORNYH ALGORITMOW, TAKIH
KAK POISK W GLUBINU W GRAFE. pRI LINEJNOM PEREBORE MY IMEEM DELO S POLINOIMALXNOJ ZADA-
^EJ. nO ESLI PEREBOR IDET PO DEREWU (NAPRIMER, WYWODIMOSTX W IS^ISLENII WYSKAZYWANIJ), TO
SLOVNOSTX WOZRASTAET DO \KSPONENCIALXNOJ.

oTMETIM ALXTERNATIWNOE OPREDELENIE KLASSA NP . qZYK L ∈ A∗ PRINADLEVIT KLASSU NP ,
ESLI SU]ESTWUET POLINOM p(x) I POLINOMIALXNAQ RASPOZNA@]AQ DETERMINIROWANNAQ MA[INA
tX@RINGA T , TAKIE, ^TO X ∈ L TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA SU]ESTWUET SLOWO Y , |Y | 6 p(|X|),
DLQ KOTOROGO T (Y + X) = 1.

pUSTX L ∈ NP . eSLI X ∈ L, SU]ESTWUET WARIANT RABOTY NEDETERMINIROWANNOJ MA[INY,
PRIWODQ]IJ K ZNA^ENI@ 1. dOSTATO^NO ZAPISATX W KA^ESTWE SLOWA Y INFORMACI@ O PRAWILXNYJ
WYBORE PRI RAZWETWLENII W NEDETERMINIROWANNOJ MA[INE, A ZATEM POWTORITX EE RABOTU PO
EDINSTWENNOJ WETKE. nAOBOROT, PUSTX DETERMINIROWANNYJ ALGORITM RABOTAET, ESLI ISHODNOE
SLOWO

”
PODPRAWLENO“. tOGDA MOVNO SOSTAWITX NEDETERMINIROWANNYJ ALGORITM POLINOMIALXNOJ

SLOVNOSTI, FORMIRU@]IJ
”
PODSKAZKU“.

nAPRIMER, ZADA^A PROWERKI WYPOLNIMOSTI knf OTNOSITSQ K KLASSU NP , TAK KAK DOSTA-
TO^NO DOBAWITX KONKRETNYJ NABOR ZNA^ENIJ PEREMENNYH, PRI KOTORYH knf ISTINNA, A ZATEM
ZAPUSTITX POLINOMIALXNYJ ALGORITM WY^ISLENIQ ZNA^ENIQ knf NA IZWESTNOM NABORE ZNA^ENIJ
PEREMENNYH.

pRINADLEVNOSTX TOJ ILI INOJ ZADA^I DANNOMU KLASSU MOVNO POPYTATXSQ USTANOWITX NE-
POSREDSTWENNO. nO ^A]E WYGODNEE SWESTI TAKU@ ZADA^U K PRINADLEVNOSTI KLASSU DRUGOGO
ALGORITMA. bUDEM GOWORITX O QZYKAH. sKAVEM, ^TO QZYK L1 ∈ A∗ SWODIM K QZYKU L2 ∈ A∗,
ESLI SU]ESTWUET WY^ISLIMAQ SLOWARNAQ FUNKCIQ f POLINOMIALXNOJ SLOVNOSTI, UDOWLETWORQ@-
]AQ USLOWI@: X ∈ L1 ⇔ f(X) ∈ L2 (f — SWODQ]AQ FUNKCIQ). oBOZNA^AEM L1 4 L2.

eSLI DLQ L2 SU]ESTWUET RASPOZNA@]IJ ALGORITM POLINOMIALXNOJ SLOVNOSTI, TO DLQ L@BOGO
SLOWA X MY SPERWA WY^ISLQEM f(X), ZATRA^IWAQ POLINOMIALXNOE WREMQ, A ZATEM PRIMENQEM
RASPOZNA@]IJ ALGORITM. pOLU^AEM RASPOZNA@]IJ L1 ALGORITM POLINOMIALXNOJ SLOVNOSTI.
dRUGIMI SLOWAMI, ESLI L2 ∈ P I L1 4 L2, TO I L1 ∈ P . tO VE, O^EWIDNO, OTNOSITSQ I K KLASSU
NP .
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oTNO[ENIE SWODIMOSTI, O^EWIDNO, REFLEKSIWNOE I TRANZITIWNOE, NO NE ANTISIMMETRI^NOE
(SU]ESTWU@T RAZNYE QZYKI, SWODIMYE DRUG K DRUGU). sKAVEM, ^TO QZYKI L1 I L2 \KWIWALENTNY,
ESLI L1 4 L2 I L2 4 L1. pOLU^IM OTNO[ENIE \KWIWALENTNOSTI.

qZYK L ∈ NP NAZYWAETSQNP -POLNYM, ESLI K NEMU SWODITSQ L@BOJ QZYK KLASSANP . wOPROS:
SU]ESTWU@T LI NP -POLNYE PROBLEMY, PRINADLEVA]IE KLASSU P? |TOT WOPROS \KWIWALENTEN
RAWENSTWU P = NP . dEJSTWITELXNO, ESLI SU]ESTWUET NP -POLNYJ QZYK IZ P , TO AWTOMATI^ESKI
L@BOJ QZYK IZ NP POPADAET W P KAK SWODIMYJ K QZYKU IZ P . oBRATNOE UTWERVDENIE O^EWIDNO.
pOKA TAKIH QZYKOW NE NA[LI. sU]ESTWU@T LI WOOB]E NP -POLNYE QZYKI? oTWET DA. oDIN IZ
TAKIH WOZNIKAET W ZADA^E PROWERKI WYPOLNIMOSTI knf. mNOVESTWO WYPOLNIMYH knf (A TO^-
NEE IH ZAPISEJ) OBOZNA^IM SAT. pOLNOTA \TOGO QZYKA OB_QSNQETSQ TEM, ^TO L@BU@ PEREBORNU@
ZADA^U MOVNO OFORMITX KAK PROWERKU WYPOLNIMOSTI (ISTINNOSTI HOTQ BY W ODNOM WARIANTE)
NEKOTOROJ knf.
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