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1. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ФОРМ

Пусть Rn — n-мерное пространство с координатами (z1, . . . , zn), F = C∞(Rn) — мно-
жество гладких функций на Rn. Дифференциал гладкой функции f(z1, . . . , zn) :

df =
n∑
i=1

∂f

∂zi
dzi.

1-Форма на Rn: ω =
n∑
i=1

aidzi, ai ∈ F . 1-Форма вида df называется точной.

Модуль, порожденный 1-формами ω1, . . . , ωj (кораспределение): span{ω1, . . . , ωj} = {a1ω1+
. . .+ ajωj|a1, . . . , aj ∈ F}.
Задача: задан модуль M = span{ω1, . . . , ωq}, определить, существует ли для него

базис из точных 1-форм, т.е. существуют ли такие функции f1, . . . , fq, что

M = span{df1, . . . , dfq}.

Модуль 2-форм: {∑
i<j

aijdzi ∧ dzj|aij ∈ F

}
.

Внешнее произведение 1-форм:(
n∑
i=1

aidzi

)
∧

(
n∑
i=1

bidzi

)
=
∑
i<j

(aibj − ajbi)dzi ∧ dzj.

Дифференциал 1-формы:

d

(
n∑
i=1

aidzi

)
=
∑
i<j

(
∂aj
∂zi

− ∂ai
∂zj

)
dzi ∧ dzj.

Свойства: ψ ∧ ϕ = −ϕ ∧ ψ, ψ ∧ ψ = 0, d(df) = 0.

Лемма Пуанкаре: dω = 0 =⇒ локально ω = df.
Теорема Фробениуса: для модуляM = span{ω1, . . . , ωq} существует базис из точных

1-форм ⇔

dωi =

q∑
j=1

αji ∧ ωj, i = 1, q,

для некоторых 1-форм αji .

Пример 1.1. span{dz1 − z2dz3 − z2dz4, dz2}.

Пример 1.2. span{dz1 − z2dz3 − z2dz4, dz3}.

2
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p-Форма:

ω =
∑

1≤i1<...<ip≤n

ai1...ipdzi1 ∧ . . . ∧ dzip , ai1...ip ∈ C∞(M).

Внешнее произведение p-формы и 1-формы:

ω ∧
n∑
j=1

bjdzj =
∑

1≤i1<...<ip≤n

n∑
j=1

ai1...ipbjdzi1 ∧ . . . ∧ dzip ∧ dzj,

с учетом dzi ∧ dzj = −dzj ∧ dzi и dzj ∧ dzj = 0.
Теорема Фробениуса II: для модуля M = span{ω1, . . . , ωq} существует базис из точ-

ных 1-форм ⇔
dωi ∧ ω1 ∧ . . . ∧ ωq = 0, i = 1, q.



2. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ОПИСАНИЙ
НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

2.1. Отображения вход – выход

Рассмотрим гладкую систему с входом и выходом:

ẋ = f(t, x, u), x ∈ Rn, u ∈ Rm, (2.1)

y = h(t, x), y ∈ Rp. (2.2)

Предположим зафиксированы начальные условия для переменных состояния x. Тогда для
каждой гладкой векторной функции u(t) переменной t (времени) при подстановке ее в си-
стему (2.1) получаем систему обыкновенных дифференциальных уравнений относительно
переменных состояния. Пусть x(t) — решение соответствующей задачи Коши. Вычисляя
y(t) = h(t, x(t)), получаем отображение u(t) 7→ y(t), которое называется отображением
вход – выход.
В общем случае отображение входа (u ∈ Rm) в выход (y ∈ Rp) нелинейной системы

с непрерывным временем обычно описывают одним из двух способов. Первое описание
связывает вход системы непосредственно с ее выходом с помощью системы обыкновенных

дифференциальных уравнений

y
(ki)
i = ϕi(t, y, ẏ, . . . , y

(k−1), u, u̇, . . . , u(s)), i = 1, p. (2.3)

Обозначения аргументов функции ϕi в (2.3) означают, что эта функция зависит как от
управлений и их производных до порядка не выше s, так и от выходов yj и их производных
до порядка не выше kj − 1, j = 1, p.
Уравнения cистемы (2.3) называют уравнениями отображения вход – выход. Чтобы

выход был однозначно определен по входу, нужно задать начальные значения для y1, ẏ1,

. . . , y
(k1−1)
1 , y2, ẏ2, . . . , y

(kp−1)
p .

Второе описание кроме переменных входа и выхода использует дополнительные пере-
менные, которые называют переменными состояния. Предполагается, что вход изменяет
состояние x ∈ Rn системы, например, в соответствии с системой обыкновенных дифферен-
циальных равнений, разрешенных относительно старших первых производных состояния,
а выход определяется переменными состояния, управлением и его производными до неко-
торого порядка r:

ẋ = f(t, x, u, u̇, . . . , u(r0)), x ∈ Rn, u ∈ Rm, (2.4)

y = h(t, x, u, u̇, . . . , u(r)), y ∈ Rp. (2.5)

Уравнения cистемы (2.4) называют уравнениями состояния.
Среди систем вида (2.4)–(2.5) выделяют частный случай (2.4)–(2.5), когда функция

f не зависит от производных управлений, а функция h зависит только от переменных
состояния и времени.
В связи с описаниями системы с помощью уравнений отображения вход – выход и с

помощью переменных состояния возникают задачи перехода от одного из этих описаний к
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другому. Будем рассматривать случай произвольных размерностей y, u и гладкие (беско-
нечно дифференцируемые) правые части уравнений (2.3)–(2.2). Задачи перехода от одного
из описаний к другому предполагают нахождение как самих описаний, так и правил пе-
ресчета начальных условий. Например, эти правила могут задаваться невырожденной
гладкой заменой переменных.

2.2. Построение уравнений отображения вход – выход

Для того, чтобы от уравнений состояния (2.4) нелинейной системы перейти к урав-
нениям отображения вход – выход (2.3) достаточно исключить переменные состояния из
системы дифференциальных уравнений, входящей в описание (2.4). Это можно сделать
выразив переменные состояния через координатные функции выхода, входа и их производ-
ные, т.е. сделав такую замену переменных в системе дифференциальных уравнений. Для
этого по некоторой схеме выбирают координатные функции yi = hi(x, u, u̇, . . . , u

(s)) выхода
и их производные в силу системы (2.4) и составляют из них систему из n нелинейных
уравнений которая должна быть заменой переменных. Вполне может оказаться, что так
замену переменных составить нельзя или что возможны разные варианты ее составления

и в результате будут получены разные уравнения отображения вход – выход.

Пример 2.1. Найдем уравнения отображения вход – выход для системы

ẋ1 = x1 + x3 + u1

ẋ2 = x2 − x3

ẋ3 = x1x2 + u2

y1 = x1

y2 = x2

(2.6)

рассмотрев различные варианты.
Случай 1. Для поиска замены переменных составим систему уравнений

y1 = x1

ẏ1 = x1 + x3 + u1

y2 = x2.

Эта система разрешима относительно переменных состояния

x1 = y1

x2 = y2

x3 = ẏ1 − y1 − u1.
(2.7)

Вычислив
ÿ1 = ẋ1 + ẋ3 + u̇1 = x1 + x3 + u1 + x1x2 + u2 + u̇1

ẏ2 = ẋ2 = x2 − x3

и воспользовавшись соотношениями (2.7), получим уравнения отображения вход – выход

ÿ1 = ẏ1 + y1y2 + u2 + u̇1

ẏ2 = y2 − ẏ1 + y1 + u1.
(2.8)

Случай 2. В этом случае для поиска замены переменных составим другую систему

уравнений

y2 = x2

ẏ2 = x2 − x3

y1 = x1,
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которая тоже определяет замену переменных, поскольку разрешима относительно пере-
менных состояния

x1 = y1

x2 = y2

x3 = y2 − ẏ2.

В результате получаем другие уравнения отображения вход – выход

ÿ2 = ẏ2 − y1y2 − u2

ẏ1 = y1 + y2 − ẏ2 + u1.
(2.9)

Поскольку системы (2.8) и (2.9) были получены из системы (2.6) с помощью замен

переменных, то и они преобразуются друг в друга с помощью замен переменных, которые
несложно найти воспользовавшись приведенными выше соотношениями. Системы (2.8) и
(2.9) имеют тот же порядок, что и исходная система, но в систему (2.8) входит производная
управления.

2.3. Метод исключения переменных состояния

Изложим один из способов преобразования системы (2.4) к виду (2.3), который далее
будем называть методом исключения переменных состояния.
Пусть в (2.4) функции f и h гладкие в области изменения своих аргументов и h =

(h1, ..., hp)
т
. Сопоставим функциям h1, ..., hp целые числа k1, . . . , kp, воспользовавшись сле-

дующим алгоритмом.
Если ∂h1

∂x
≡ 0, т.е. h1 не зависит от переменных состояния, то k1 = 0, иначе k1 равно

наименьшему значению j при котором

rang
∂(h1, ḣ1, . . . , h

(j−1)
1 )

∂x
= rang

∂(h1, ḣ1, . . . , h
(j−1)
1 , h

(j)
1 )

∂x
.

Аналогично, последовательно для i = 2, . . . , p, если

rang
∂(h1, ḣ1, . . . , h

(k1−1)
1 , . . . , hi−1, ḣi−1, . . . , h

(ki−1−1)
i−1 )

∂x
=

= rang
∂(h1, ḣ1, . . . , h

(k1−1)
1 , . . . , hi−1, ḣi−1, . . . , h

(ki−1−1)
i−1 , hi)

∂x
,

то ki = 0, иначе ki равно наименьшему значению j, при котором

rang
∂(h1, ḣ1, . . . , h

(k1−1)
1 , . . . , hi−1, ḣi−1, . . . , h

(ki−1−1)
i−1 , hi, ḣi, . . . , h

(j−1)
i )

∂x
=

= rang
∂(h1, ḣ1, . . . , h

(k1−1)
1 , . . . , hi−1, ḣi−1, . . . , h

(ki−1−1)
i−1 , hi, ḣi, . . . , h

(j−1)
i , h

(j)
i )

∂x
. (2.10)

При вычислении производных по времени функций hi могут появляться производные
управлений до порядка S > s. Эти производные управлений рассматриваются как новые
переменные. Равенства рангов матриц Якоби предполагаются выполненными в некотором
открытом подмножестве Ũ изменения всех переменных x, u, u̇, . . . , u(S) ∈ RN , N = n+m(S+
1). В результате получаем вектор – функцию

H = (h1, ḣ1, . . . , h
(k1−1)
1 , . . . , hp, ḣp, . . . , h

(kp−1)
p )

т
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размерности k = k1 + . . .+ kp, координатными функциями который являются только те hi
и их производные, для которых ki > 0.
В множестве Ũ ранг матрицы Якоби ∂H/∂x равен k. Если k < n, то существуют n− k

таких гладких функций h̃k+1(x), . . . , h̃n(x), что в некотором открытом множестве U ⊂ Ũ
ранг матрицы Якоби n-мерной вектор – функции

H̃ = (h1, ḣ1, . . . , h
(k1−1)
1 , . . . , hp, ḣp, . . . , h

(kp−1)
p , h̃k+1(x), . . . , h̃n(x))

относительно переменных x равен n. Следовательно, в некоторой окрестности любой точ-
ки из множества U для системы

y1 = h1(x, u · · ·), ẏ1 = ḣ1(x, u · · ·), . . . , y(k1−1)
1 = h

(k1−1)
1 (x, u · · ·),

y2 = h2(x, u · · ·), ẏ2 = ḣ2(x, u · · ·), . . . , y(k2−1)
2 = h

(k2−1)
2 (x, u · · ·),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

yp = hp(x, u · · ·), ẏp = ḣp(x, u · · ·), . . . , y(kp−1)
p = h

(kp−1)
p (x, u · · ·),

zk+1 = h̃k+1(x), . . . , zn = h̃n(x),

(2.11)

где через u · · · обозначены конечные наборы переменных из u, u̇, u(2), . . ., выполнены усло-
вия теоремы о неявной функции относительно переменных состояния x. Согласно этой
теореме для любой точки из множества U в некоторой ее окрестности W существует

гладкое решение системы (2.11) относительно переменных x:

x = ψ(y, ẏ, . . . , y(k−1), z, u · · ·), z = (zk+1, . . . , zn)
т
.

Перейдя в (2.4) к переменным (2.11), получим систему обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений относительно yi, i = 1, p, порядка k ≤ n

y
(k1)
1 = h

(k1)
1 (y1, ẏ1, . . . , y

(k1−1)
1 , u · · ·)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

y
(ki)
i = h

(ki)
i (y1, ẏ1, . . . , y

(k1−1)
1 , . . . , yi, ẏi, . . . , y

(ki−1)
i , u · · ·)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

y
(kp)
p = h

(kp)
p (y1, ẏ1, . . . , y

(k1−1)
1 , . . . , yp, ẏp, . . . , y

(kp−1)
p , u · · ·),

(2.12)

в которой отсутствуют переменные zk+1, . . . , zn. Докажем это. Равенство (2.10) означает,
что строка

∂h
(ki)
i (x, u · · ·)

∂x
=
(∂h(ki)

i (x, u · · ·)
∂x1

, . . . ,
∂h

(ki)
i (x, u · · ·)
∂xn

)
является линейной комбинацией первых k(i) = k1 + . . . + ki строк матрицы Якоби ∂H̃/∂x
с гладкими коэффициентами cs(x, u · · ·), s = 1, k(i). Поэтому

∂h
(ki)
i (ϕ(z, u · · ·), u · · ·)

∂z
=
∂h

(ki)
i (x, u · · ·)

∂x

∣∣∣
x=ϕ(z,u···)

∂ϕ(z, u · · ·)
∂z

=

= (c1(x, u · · ·), . . . , ck(i)(x, u · · ·), 0, . . . , 0)
∂H̃

∂x

∣∣∣
x=ϕ(z,u···)

∂ϕ(z, u · · ·)
∂z

=

= (c1(x, u · · ·), . . . , ck(i)(x, u · · ·), 0, . . . , 0)
∂H̃

∂z

∣∣∣
x=ϕ(z,u···)

= 0,

(2.13)

так как от zk+1, . . . , zn зависят только последние n− k компонент векторной функции H̃.
Если все числа ki, i = 1, p, оказались положительными, то в окрестности W система

(2.12) является уравнениями отображения вход – выход.
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Если среди чисел ki, i = 1, p окажутся равные нулю, например, kir = 0, r = 1, r1, то
система (2.12) не содержит переменных yir , r = 1, r1 и их производных. В этом случае
для получения уравнений отображения вход – выход достаточно к системе (2.12) добавить
соотношения yir = hir(x, u · · ·)|x=ψ(z,u···), r = 1, r1, правые части которых будут функциями
только переменных из системы уравнений (2.12).

Пример 2.2. Для системы
ẋ1 = x2 + x1u1

ẋ2 = x2 + u1

ẋ3 = x3u2

y1 = x1 + x2

y2 = x3x2

метод исключения переменных состояния реализуется в виде следующих вычислений.
Ранг матрицы Якоби относительно x = (x1, x2, x3) функций

z1 = y1 = x1 + x2

z2 = ẏ1 = x2 + x1u1 + x2 + u1

при u1 6= 2 равен 2 и не возрастает при добавлении функции

ÿ1 = x2(2 + u1) + x1(u
2
1 + u̇1) + 2u1 + u̇1.

Поэтому k1 = 2 и надо рассмотривать возможность добавления к функциям z1, z2 функции

z3 = y2 = x3x2. Ранг матрицы Якоби относительно x функций

z1 = y1 = x1 + x2

z2 = ẏ1 = x2 + x1u1 + x2 + u1

z3 = y2 = x3x2

(2.14)

при

u1 6= 2, x2 6= 0 (2.15)

равен 3 и, следовательно, при выполнении этого условия система (2.14) по теореме о не-
явной функции локально разрешима относительно переменных x. Это решение можно

найти

x1 =
ẏ1 − 2y1 − u1

u1 − 2

x2 =
ẏ1 − u1y1 − u1

2− u1

x3 = y2
2− u1

ẏ1 − u1y1 − u1

(2.16)

и записать уравнения отображения вход – выход при выполнении условия (2.15) в виде
системы

ÿ1 = x2(2 + u1) + x1(u
2
1 + u̇1) + 2u1 + u̇1

ẏ2 = x2x3u2 + x3(x2 + u1),
(2.17)

где x1, x2 и x3 из (2.16).
Отметим, что: 1) действительно правая часть первого уравнения в(2.17) не содержит

второй переменной выхода и ее производных; 2) условия (2.15) можно записать в виде

u1 6= 2, ẏ1 − u1y1 − u1 6= 0

и сделать вывод о том, что хотя исходное описание системы в переменных состояния

определено для всех (гладких) управлений, для полученных уравнений отображения вход
– выход это неверно; 3) если поменять в исходной системе порядок выходов, то аналогичные
вычисления приведут к другим уравнениям отображения вход – выход.
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Под задачей реализации понимают проблему нахождения по уравнениям отображения
вход – выход описания системы в переменных пространства состояний. Систему (2.4)–(2.5)
(в частном случае (2.1), (2.2)) называют реализацией уравнений (2.3) отображения вход
– выход, если при подстановке функций (2.5) в систему (2.3) с учетом (2.4) получаются
тождества, и существует такая векторная функция

x = X(t, y, ẏ, . . . , y(k0−1), u, u̇, . . . , u(s1)), (3.1)

подстановка которой в систему (2.4)–(2.5) с учетом (2.3) также дает тождества.
Данное определение означает, что системы (2.3) и (2.4) эквивалентны, причем заме-

ны переменных задаются уравнениями (2.5) и (3.1) соответственно. Отметим также, что
соотношения (2.3) позволяют удалить из выражений (3.1) производные переменной yi по-
рядка ki и выше для любого i = 1, p.
В случае реализации вида (2.1) выражение (3.1) не может содержать производные u

порядка выше, чем s−1, поскольку иначе при его подстановке в дифференциальную часть
уравнений состояния (2.1) тождество получиться не может, так как левая часть (ẋ) зависит
от производных u более высокого порядка, чем правая часть этих уравнений. Таким

образом, в рассматриваемом случае в выражении (3.1) правая часть может зависеть только
от переменных

t, y1, ẏ1, . . . , y
(k1−1)
1 , y2, ẏ2, . . . , y

(kp−1)
p , u1, . . . , u

(s−1)
1 , u2, . . . , u

(s−1)
m . (3.2)

Условия существования функции (3.1) удобно сформулировать на языке дифференци-
альных 1–форм [7, 11]. А именно, обозначим через F кольцо гладких функций, каждая
из которых зависит от t, переменных y, u и некоторого конечного числа их производных.
Отметим, что хотя количество аргументов этих функций конечно, но они могут зависеть
от производных u любого порядка. Рассмотрим модуль над F , порожденный дифферен-
циалами переменных (3.2):

H1 = spanF{dt, dy, dẏ, . . . , dy(k−1), du, . . . , du(s−1)}.

Отметим, что H1 состоит из конечных линейных комбинаций указанных дифференциалов

с коэффициентами из F . Обозначим через D производную в силу системы (2.3), через
ω(i) — i-ю производную 1-формы ω, в частности: ω(1) = Dω = ω̇, ω(0) = ω. Пусть

Hk+1 = {ω ∈ Hk : ω̇ ∈ Hk}, H∞ = {ω ∈ H1 : ∀i ω(i) ∈ H1}.

При вычисленииHi, i = 2, 3, . . . , полезно учитывать, что если 1-форма ω = fτ ∈ Hk, где
f ∈ F , а τ ∈ Hk+1, т.е. τ̇ ∈ Hk,то ω̇ = ḟ τ + f τ̇ ∈ Hk и поэтому согласно определению Hk+1

1-форма ω = fτ ∈ Hk+1. Так как H1 — модуль над F , то из приведенного рассуждения

следует, что Hi, i = 2, 3, . . . , есть также модули над F . Заметим также, что D(du
(k)
q ) =

d(Du
(k)
q ) = du

(k+1)
q и D(dy

(l)
i ) = dy

(l+1)
i . Поэтому

du(k)
q ∈ Hj при k ≤ s− j, q = 1,m, dy

(l)
i ∈ Hj при l ≤ ki − j, i = 1, p.

9
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Отметим, что наличие символа u(s) в правой части уравнений (2.3) означает, что для

некоторых i = 1, p и q = 1,m функция ϕi зависит от u
(s)
q . Для других i правая часть

соответствующего уравнения (2.3), а значит, y
(ki)
i может не зависеть от u

(s)
q , q = 1,m,

хотя какая–либо следующая производная в силу системы (2.3): y
(ki+1)
i , y

(ki+2)
i , . . . , может

зависеть от s-ой производной управления, т.е. от какого–то u
(s)
q . Для каждого i = 1, p

обозначим через κi минимальный порядок производной в силу системы (2.3) переменной

yi, которая зависит от u
(s)
q для некоторого q = 1,m, если такая производная существует, и

положим κi = ∞, если такой производной нет. Отметим, что κi ≥ ki.

Теорема 3.1. (a) Реализация вида (2.4)–(2.5) локально существует для уравнения (2.3)
отображения вход – выход тогда и только тогда, когда модуль Hs−r0+1 имеет базис из

точных 1-форм.
Если такая реализация существует, то

(b) n = k1 + . . .+ kp;
(c) функция yi = hi в (2.5) зависит только от t, x, u, u̇, . . . , u(r0−1), если κi ≥ s, и зависит от
t, x, u, u̇, . . . , u(s−κi), если κi < s.

Вместо доказательства этой теоремы приведем алгоритм построения реализаций.

1. Определяем базис модуля H1.
2. Последовательно для i = 2, . . . , s+ 1:

2.1) находим базис модуля Hi;
2.2) проверяем условие Фробениуса существования в Hi базиса из точных 1-форм. Если
условие выполняется, то увеличиваем i на 1 и переходим на шаг 2.1, иначе полагаем
k = i− 1 и переходим на шаг 3.

3. Находим для модуля Hk базис из точных 1-форм.
4. Дополняем набор

dt, du1, . . . , du
(s−k−1)
1 , du2, . . . , du

(s−k−1)
m (3.3)

до базиса модуля Hk 1-формами dX1, . . . , dXn из предыдущего пункта. Формируем век-
торную функцию (3.1). Здесь n = k1 + . . .+ kp.

5. Обращаем замену

(t, y, ẏ, . . . , y(k−1), u, u̇, . . . , u(s̃)) −→ (t, x, u, u̇, . . . , u(s̃)), (3.4)

которая определяется векторной функцией (3.1). Вычисляем выражения (2.5).
6. Дифференцируем замену переменных (3.1) в силу системы (2.3) и исключаем из полу-

ченных выражений выходы y с помощью соотношений (2.5). Получаем реализацию (2.4).
Пример 3. Рассмотрим отображение входа в выход, заданное системой

ÿ1 = y1y
2
2 +

ü

y2

, ẏ2 = y2
2 . (3.5)

В обозначениях (2.3) имеем: k1 = 2, k2 = 1, s = 2. Найдем последовательно модули H1,H2

и H3. Произвольный элемент из H1 имеет вид

Ω = a1dt+ a2dy1 + a3dy2 + a4dẏ1 + a5du+ a6du̇, a1, a2, a3, a4, a5, a6 ∈ F(E).

Отсюда

DΩ = Da1dt+Da2dy1 +Da3dy2 +Da4dẏ1 +Da5du+Da6du̇+
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+ a2dẏ1 + a32y2dy2 + a4(y
2
2dy1 + 2y1y2dy2 +

1

y2

dü− ü

y2
2

dy2) + a5du̇+ a6dü. (3.6)

Если DΩ ∈ H1, то коэффициент при dü в (3.6) равен нулю. Поэтому a4/y2 +a6 = 0. Таким
образом, модуль H2 порождается 1-формами

dt, dy1, dy2, du, du̇− y2dẏ1. (3.7)

Все эти 1-формы, кроме последней, точные. Дифференциал последней 1-формы есть

−dy2∧ dẏ1 = d(ẏ1dy2). Следовательно, добавив к последней 1-форме набора (3.7) слагаемое
−ẏ1dy2, мы получим точную 1-форму d(u̇ − y2ẏ1). Полученный набор останется базисом
модуля H2, так как добавок выражается через остальные 1-формы базиса. Таким образом,
произвольный элемент из H2 имеет вид

Ω = a1dt+ a2dy1 + a3dy2 + a4du+ a5d(u̇− y2ẏ1), a1, a2, a3, a4, a5 ∈ F(E).

Повторяя наши рассуждения, получаем

DΩ = Da1dt+Da2dy1 +Da3dy2 +Da4du+Da5d(u̇− y2ẏ1)+

+ a2dẏ1 + a32y2dy2 + a4du̇− a5(y
3
2dy1 + 3y1y

2
2dy2 + 2ẏ1y2dy2 + y2

2dẏ1).

Если DΩ ∈ H2, то найдется такая функция g ∈ F(E), что a4du̇ + (a2 − a5y
2
2)dẏ1 = g(du̇ −

y2dẏ1). Отсюда g = a4 и a2 − a5y
2
2 + a4y2 = 0. Чтобы найти фундаментальную систему

решений последнего уравнения, полагаем a4 = 1, a5 = 0, тогда a2 = −y2, и a4 = 0, a5 = 1,
тогда a2 = y2

2. Следовательно, модуль H3 порождается 1-формами

dt, dy2, du− y2dy1, d(u̇− y2ẏ1) + y2
2dy1.

Как и выше, добавляя к последним двум 1-формам слагаемые с dy2, получаем базис H3 из

точных 1-форм:

dt, dy2, d(u− y2y1), d(u̇− y2ẏ1 + y2
2y1).

По теореме 3.1 для системы уравнений (3.5) отображения вход – выход существует
реализация вида (2.1)–(2.5). Для построения такой реализации введем переменные

x1 = y2, x2 = u− y2y1, x3 = u̇− y2ẏ1 + y2
2y1.

Тогда

y1 =
u− x2

x1

, y2 = x1, ẏ1 =
u̇− x3 + x1u− x1x2

x1

. (3.8)

Подставляя полученные выражения для y1, y2, ẏ1 в производные в силу системы (3.5) пе-
ременных x1, x2, x3, получаем уравнения состояния:

ẋ1 = x2
1 , ẋ2 = x3 − 2x1u+ 2x1x2 , ẋ3 = x2

1(u− x2) ,

а функции выхода определяются первыми двумя уравнениями системы (3.8).
Отметим, что вычисления для системы (3.5) показывают, что κ1 = 2,κ2 = ∞, но это

никак не используется для построения реализации.
Замечание. Теорема 3.1 может быть обощена на случай реализации вида (2.4)–(2.5).

А именно, такая реализация локально существует тогда и только тогда, когда модуль
Hs−r0+1 имеет базис из точных 1-форм.
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Пример 4. Рассмотрим систему

ÿ1 = y1y
2
2 +

ü

y2

, ẏ2 = u . (3.9)

Рассуждая аналогично предыдущему примеру, находим базис из точных 1-форм

dt, dy1, dy2, du, d(u̇− y2ẏ1)

модуля H2 и базис

dt, dy2, d(u− y2y1), d(u̇− y2ẏ1) + udẏ1.

модуля H3. Модуль H3 не имеет базис из точных 1-форм, так как он не удовлетворяет
условию Фробениуса: дифференциал последней 1-формы du ∧ dẏ1 не лежит в идеале, по-
рожденном модулем H3. Поэтому отображение входа в выход, заданное системой (3.9),
имеет реализацию вида (2.4)–(2.5), где r0 = 1. Для построения такой реализации введем
переменные

x1 = y2, x2 = u− y2y1, x3 = u̇− y2ẏ1 − uy1.

Тогда уравнения состояния есть

ẋ1 = u , ẋ2 = x3 , ẋ3 = (x2 − u)(x2
1 +

u̇

x1

− 2
u2

x2
1

) + 2
u

x1

(x3 − u̇) ,

а функции выхода —

y1 =
u− x2

x1

, y2 = x1.



4. УПРАВЛЯЕМОСТЬ, ДОСТИЖИМОСТЬ

И НАБЛЮДАЕМОСТЬ СИСТЕМ

4.1. Определения достижимости и управляемости

Задача терминального управления для системы

ẋ = f(x, u), x ∈ D ⊂ Rn, u ∈ U ⊂ Rm, (4.1)

c граничными условиями
x|t=tн = xн (4.2)

x|t=tк = xк (4.3)

состоит в нахождении такого управления u = u(t), t ∈ [tн, tк], при котором решение задачи
Коши (4.1)–(4.2) удовлетворяет условию (4.3).
Состояние xк ∈ D называют достижимым из состояния xн ∈ D в области D, ес-

ли существует решение (x(t), u(t)), t ∈ [tн, tк], системы (4.1), удовлетворяющее услови-
ям (4.2), (4.3) и

x(t) ∈ D, u(t) ∈ U при t ∈ [tн, tк].

Систему (4.1) называют управляемой в области D, если любое состояние xк ∈ D дости-
жимо из любого состояния xн ∈ D в области D.

4.2. Первые интегралы систем и H∞

Для описания минимальных реализаций уравнений отображения вход – выход необхо-
димо получить описание первых интегралов этих уравнений.
Функцию g(t, y, ẏ, . . . , y(l), u, u̇, . . . , u(r)) называют первым интегралом системы (2.3),

если производная этой функции в силу системы (2.3) тождественно равна нулю. В данном
пункте мы покажем, что дифференциалы первых интегралов системы (2.3) лежат в H∞.
Системы вида (4.1) есть частный случай систем (2.3): при p = n, s = 0, yi = xi, ki = 1

для любого i = 1, p. Поэтому все понятия и результаты этого пункта распространяются и
на системы вида (4.1).
Отметим сначала, что соотношения (2.3) позволяют удалить из первого интеграла

системы (2.3) производные переменной yi порядка ki и выше для любого i = 1, p. После
такой замены первый интеграл g не может зависеть от производных u порядка выше, чем
s−1. Действительно, если s0 — максимальный порядок производной u, от которой зависит
g, и s0 > s− 1, то производная g в силу системы (2.3) равна

k
∂g

∂t
+

p∑
α=1

kα−2∑
lα=0

y(lα+1)
α

∂g

∂y
(lα)
α

+

p∑
α=1

ϕα
∂g

∂y
(kα−1)
α

+
m∑
β=1

s0∑
k=0

u
(k+1)
β

∂g

∂u
(k)
β

и зависит от u
(s0+1)
β для некоторого β = 1, . . . ,m, а значит, не может быть тождественно

равной нулю. Таким образом, первый интеграл системы (2.3) может зависеть только от
переменных

t, y1, ẏ1, . . . , y
(k1−1)
1 , y2, ẏ2, . . . , y

(kp−1)
p , u1, . . . , u

(s−1)
1 , u2, . . . , u

(s−1)
m . (4.4)

13
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В частности, отсюда следует, что dg ∈ H1.

Пусть k∗ = s+ k1 + . . .+ kp + 2. Пространство с координатами

t, y1, ẏ1, . . . , y
(k1−1)
1 , y2, ẏ2, . . . , y

(kp−1)
p , u1, . . . , u

(j+s−2)
1 , u2, . . . , u

(j+s−2)
m , j = k∗ + 1,

обозначим через E . Можно показать, что для любого j = 1, k∗ + 1 базис модуля Hj можно

выбрать из 1–форм ωj1, . . . , ω
j
kj

, зависящих только от координат на E . Отождествим эти
формы с соответствующими 1–формами на E . Отметим, что хотя эти формы образуют
базис модуля Hj, но в некоторых точках E они могут быть линейно зависимыми. Под
размерностью модуля Hj, j = 1, k∗ + 1, в точке θ ∈ E мы понимаем размерность линейной
оболочки, натянутой на ковекторы ωj1,θ, . . . , ω

j
kj ,θ

. Обозначим ее через dimHj|θ.
Точку θ ∈ E будем называть H–регулярной, если в некоторой окрестности этой точки

для любого j = s+ 1, k∗ + 1 модуль Hj имеет постоянную размерность.

Теорема 4.1. В окрестности H–регулярной точки

(a) существует такое натуральное j∗ ≤ k∗, что Hj∗+1 = Hj∗ ;

(b) H∞ = Hj∗ = spanF{dt, dg1, . . . , dgρ},

где g1, . . . , gρ — максимальный набор функционально независимых первых интегралов си-
стемы (2.3).

Доказательство (a). Так как для всех j = 1, k∗ + 1 мы имеем вложение Hj+1 ⊂ Hj,
то в каждой точке θ ∈ E размерность модуля Hj не возрастает с ростом j. Обозначим
через i такое максимальное натуральное число, что dimHj+1|θ < dimHj|θ при j = s+ 1, i.
Тогда dimHs+1|θ − dimHi+1|θ ≥ i − s. С другой стороны, в работе [7] (см. лемму 1 там)
для j = 1, s было доказано равенство

Hj = Hj+1 ⊕ spanF{du
(s−j)
1 , . . . , du(s−j)

m }.

Поэтому dimHs+1|θ = dimH1|θ −ms. Количество элементов базиса модуля H1, а значит,
и его размерность в любой точке равна 1 + k1 + . . .+ kp +ms = k∗ + (m− 1)s− 1. Таким
образом,

k∗ − s− 1 = dimHs+1|θ ≥ dimHs+1|θ − dimHi+1|θ ≥ i− s,

откуда i ≤ k∗−1. Следовательно, для любой точки θ ∈ E существует такой номер j∗ ≤ k∗,
что модули Hj∗+1 и Hj∗ имеют одинаковую размерность. В окрестности H–регулярной
точки θ модули Hj∗+1 и Hj∗ имеют постоянную размерность, а значит, Hj∗+1 = Hj∗ в

окрестности этой точки.

Доказательство (b) можно найти в [8].

Система (4.1) удовлетворяет ранговому условию управляемости, еслиH∞ = spanF{dt}.

Теорема 4.2. Если система (4.1) управляема на множестве D, то она не имеет пер-
вых интегралов и удовлетворяет ранговому условию управляемости. Если система (4.1)
не удовлетворяет ранговому условию управляемости, то она имеет первые интегралы в
окрестности любой H–регулярной точки.

Пример 4.1.

ẋ1 = x2, ẋ2 = ln(x3
2 + 2x1) + x2

2u.
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4.3. Достаточные условия

достижимости и управляемости

Теорема 4.3. Если в точке x0 система (4.1) удовлетворяет ранговому условию упра-
вляемости, а (x∗(t), u∗(t)) — решение этой системы и x∗(t0) = x0, то существует такое
∆ > 0 и окресность V ⊂M точки x∗(t0 + ∆), что V достижимо из точки x0.

Теорема 4.4. Если система (4.1) удовлетворяет ранговому условию управляемости,
(x∗(t), u∗(t)) — ее периодическое решение, x∗(t0 + T ) = x∗(t0) для некоторого T > 0, то
существует окрестность кривой x = x∗(t), t ∈ [t0, t0 + T ], в которой система (4.1) управля-
ема.

Задача: проверить ранговое условие управляемости для системы

ẋ1 = x2, ẋ2 = ln(x3
2 + 2x1) + x2

2u.

4.4. Наблюдаемость систем

Система с входом и выходом

ẋ = f(x, u(t)), x ∈ D ⊂ Rn, u ∈ U ⊂ Rm, (4.5)

y = h(x), y ∈ Rp, (4.6)

наблюдаема, если ее функцию состояния x(t) можно восстановить по результатам измере-
ния функции выхода y(t).
Неполная наблюдаемость: можно восстановить часть компонентов вектора состояния.
Пусть V — подмножество множества D допустимых состояний. Состояние a ∈ V

называют неотличимым в V от состояния b ∈ V , если

∀t ∈ [t0, T ] x∗(t) ∈ V, x#(t) ∈ V, u(t) ∈ U
ẋ∗(t) = f(x∗(t), u(t)), x∗(t0) = a, y∗(t) = h(x∗(t))
ẋ#(t) = f(x#(t), u(t)), x#(t0) = b, y#(t) = h(x#(t))

=⇒ ∀t ∈ [t0, T ]
y∗(t) = y#(t).

Систему (4.5)-(4.6) называют локально наблюдаемой в областиM×U, если любая точка
a ∈M имеет окрестность, в которой нет неотличимых от a состояний.

Теорема 4.5. (Локальные условия наблюдаемости.) Система (4.5)-(4.6) ло-
кально наблюдаема в области M × U ⇔ в любой точке (x, u, u(1), . . . , u(n−2)) области
M × U × Rm(n−2) имеем

rang

(
∂h

∂x
,
∂D(h)

∂x
, . . . ,

∂Dn−1(h)

∂x

)
= n, (4.7)

где

D =
∂

∂t
+ f(x, u)

∂

∂x
+

n−2∑
i=0

u(i+1) ∂

∂u(i)

— производная в силу системы (4.5).
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5.1. Обратимые отображения вход–выход

Рассмотрим систему Σ с входом (u), выходом (y) и заданным начальным значением
x(t0):

Σ :

{
ẋ = f(x, u), x ∈ Rn, u ∈ Rm,
y = h(x), y ∈ Rp,

x(t0) = x0.

Систему

R :

{
ż = F (z, y, ẏ, . . . , y(l)),
u = H(z, y, ẏ, . . . , y(l))

называют правой обратной для системы Σ, если существует такое z(t0), что выход y(t)
системы Σ равен входу y(t) системы R в случае, когда вход u(t) системы Σ выбран равным
выходу R.

Систему

L :

{
ż = F (z, y, ẏ, . . . , y(l)),
u = H(z, y, ẏ, . . . , y(l))

называют левой обратной для системы Σ, если существует такое z(t0), что выход u(t)
системы L равен входу u(t) системы Σ в случае, когда вход y(t) системы L выбран равным
выходу Σ.

16
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Далее мы будем использовать геометрический язык и следующие понятия базиса и

размерности модулей дифференциальных 1–форм. Пусть U — открытое подмножество

многообразия M , E — подмодуль модуля дифференциальных 1–форм на M . Набор 1–
форм ω1, . . . , ωk называется базисом модуля E в U , если в каждой точке ϑ ∈ U ковекторы

ω1,ϑ, . . . , ωk,ϑ образуют базис линейного пространства Eϑ = {ωϑ ∈ T ∗ϑM |ω ∈ E}. Под

размерностью подмодуля E в точке ϑ ∈ M мы понимаем размерность пространства ко-
векторов Eϑ. Через dimE мы обозначаем целочисленную функцию наM , значение которой
в точке ϑ есть размерность E в ϑ.
Обозначим через E область пространства с координатами t, x, u, u(1), . . . , u(n), где опре-

делена система Σ, а через F — кольцо гладких функций на E . Рассмотрим на E векторное
поле

D =
∂

∂t
+

n∑
j=1

fj(t, x, u)
∂

∂xj
+

m∑
i=1

n−1∑
l=0

u
(l+1)
i

∂

∂u
(l)
i

.

Для функций (дифференциальных форм) на E , независящих от u(n), производная Ли вдоль
D совпадает с производной в силу системы Σ. Переменные состояния xi, входа uj и выхода
yl, а также их производные до порядка n в силу системы Σ мы понимаем как функции

на E . Производные порядка выше n функций xi, uj, yl мы не будем далее рассматривать.
Для функции (дифференциальной 1–формы) g через g(j) будем обозначать ее производную

порядка j вдоль векторного поля D: g(j) = Dj(g). В частности, g(0) = g, g(1) = ġ и т.д.
Рассмотрим следующие модули дифференциальных 1–форм на E :

E0 = spanF{dx}, E1 = spanF{dx, dẏ}, . . . , En = spanF{dx, dẏ, . . . , dy(n)},
Y0 = spanF{dy}, Y1 = spanF{dy, dẏ}, . . . , Yn = spanF{dy, dẏ, . . . , dy(n)}.

Здесь и далее через dx, dy и т.д. мы обозначаем наборы dx = (dx1, . . . , dxn), dy = (dy1, . . . , dyp)
и т.д. Рассматриваемые наборы форм (или функций) мы понимаем, в зависимости от си-
туации, или как множества, или как столбцы.
Точку θ ∈ E будем называть регулярной точкой системы Σ, если в некоторой окрест-

ности этой точки det (∂f/∂u) 6= 0 и для k = 0, n модули Ek и Yk имеют постоянную
размерность. В окрестности регулярной точки числа

σk = dimEk − dimEk−1, k = 1, n,

называют структурными коэффициентами, а ρ = σn — рангом системы Σ.
На используемом нами геометрическом языке критерий обратимости справа систем

формулируется следующим образом.

Теорема 5.1. В окрестности регулярной точки система Σ обратима справа тогда и

только тогда, когда ее ранг равен размерности модуля Y0.
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Как правило, рассматривают случай, когда функции выхода h1(x), . . . , hp(x) функцио-
нально независимы. В этом случае условие обратимости справа из теоремы 5.1 выглядит,
как ρ = p.

Cтруктурные коэффициенты системы и обратная система для нее могут быть вычи-
слены с помощью, так называемого, структурного алгоритма. Приведенный ниже вариант
этого алгоритма позволяет вычислять нормальные формы систем, а затем их обращать.

5.2. Системы нормального вида

В случае m ≤ p системой нормального вида отображения вход–выход будем называть
систему вида

y
(ni)
i = fi(ỹ, u), i = 1,m,

y
(nm+j)
m+j = gj(ỹ), j = 1, p−m,

η̇l = ϕl(ỹ, η, u), l = 1, n1,

где y = (y1, . . . , yp) — выход, η = (η1, . . . , ηn1) — ненаблюдаемая часть переменных состо-

яния, ỹ = (y1, . . . , y
(n1−1)
1 , y2, . . . , y

(np−1)
p ), det (∂f/∂u) 6= 0.

Алгоритм построения нормальной формы для системы Σ с m ≤ p состоит из 3
этапов.
На этапе 1 множество функций выхода y в окрестности регулярной точки ϑ ∈ E по-

следовательно разбивается на непересекающиеся подмножества y[0], y(1), y[1], . . . , y(κ), y[κ+1]

следующим образом.
Шаг 0: Из множества функций y выбираем такое подмножество ζ0, что dζ0 — базис

модуля Y0 = spanF{dy}. Остальные функции y включаем в набор y[0]. Тогда y[0] = G0(ζ0) —
набор функций от ζ0.
Шаг 1: Из множества функций ζ̇0 выбираем такие подмножества v(1) и ζ1, что:

a) (dx, dv(1)) — базис модуля E1 = spanF{dx, dẏ};
b) (dv(1), dζ0, dζ1) — базис модуля Y1 = spanF{dy, dẏ}.
Обозначаем через y(1) такое подмножество функций y, что ẏ(1) = v(1), а набор y[1] со-
ставляем из тех компонент ζ0, производные которых не входят ни в ζ1, ни в v(1). Тогда

y
(1)
[1] = G1(ζ0, ζ1, v(1)) — функции от ζ0, ζ1, v(1).

Шаг k: Из множества функций ζ̇k−1 выбираем такие подмножества v(k) и ζk, что:

a) (dx, dv
(j)
(i) , i = 1, k, j = 0, k − i) — базис модуля Ek = spanF{dx, dẏ, . . . , dy(k)};

b) (dv
(j)
(i) , dζl, i = 1, k, j = 0, k − i, l = 0, k) — базис модуля Yk = spanF{dy, dẏ, . . . , dy(k)}.

Обозначаем через y(k) такое подмножество функций y, что k-ая производная y(k) совпадает

с v(k), а набор y[k] составляем из тех компонент y, k-ые производные которых входят в ζ̇k−1,

но не входят ни в ζk, ни в v(k). Тогда y
(k)
[k] = Gk(ζl, v

(j)
(i) ), где i = 1, k, j = 0, k − i, l = 0, k.

Этап 1 останавливаем на шаге κ, если наборы v(κ+1) и ζκ+1 пустые. Тогда y
(κ)
[κ+1] =

ζκ, y
(κ+1)
[κ+1] = Gκ+1(ζl, v

(j)
(i) ), где l = 0,κ, i = 1,κ, j = 0,κ − i, а ранг ρ системы Σ равен

количеству элементов в наборах y(1), . . . , y(κ).
Этап 2. Если Yκ 6= Eκ, то из множества функций x выбираем такое подмножество η,

что набор ковекторов dηϑ дополняет базис пространства Yκ,ϑ до базиса пространства Eκ,ϑ.
Если модуль Eκ содержит не все 1–формы набора du, то из множества функций u вы-

бираем такое подмножество v#, что набор ковекторов dv#,ϑ дополняет базис пространства

spanR{duϑ} ∩ Eκ,ϑ до базиса пространства spanR{duϑ}.
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Обозначаем ỹ = (ζ0, . . . , ζκ) = (y[1], y(1), . . . , y[κ], y(κ), y[κ+1], y
(1)
[2] , y

(1)
(2), . . . , y

(κ)
[κ+1]), v = (v(1),

. . . , v(κ), v#) и строим нормальную форму

y
(j)
(j) = v(j), j = 1,κ,

y
(j)
[j] = Gj(ỹ), j = 1,κ + 1, (5.1)

η̇ = ϕ(η, ỹ, v, v̇, . . . , v(κ−1)).

Этап 3. Находим обратимое преобразование системы Σ в нормальную форму (5.1):

y = h(x), y
(j)
(i) = h

(j)
(i) (x, u, u̇, . . . , u

(j−1)), y
(j)
[i] = h

(j)
[i] (x, u, u̇, . . . , u(j−1)),

η = η(x), v(i) = h
(i)
(i)(x, u, u̇, . . . , u

(i−1)), v# = v#(u), i = 1,κ + 1, j = 1, i− 1, (5.2)

где v(κ+1) и y(κ+1) — пустые наборы.
Замечание. В случае p = ρ переменные y[1], . . . , y[κ+1] и вторая группа уравнений

системы (5.1) отсутствуют. В случае же p < ρ переменные выхода не произвольны, а
связаны указанными уравнениями системы (5.1).
Данный алгоритм содержит несколько утверждений, требующих доказательства. Те-

оретическим обоснованием этого алгоритма является следующая теорема.

Теорема 5.2. В окрестности регулярной точки ϑ ∈ E системы Σ каждый шаг

приведённого алгоритма осуществим и результатом его применения является нормальная

форма (5.1) и обратимое преобразование (5.2).

Доказательство этой теоремы и метод выделения функций v(k), ζk основаны на сле-
дующих двух леммах.
Лемма о дополнении. Если в окрестности точки θ ∈ M многообразия M модуль

E = spanC∞(M){dz1, . . . , dzα} имеет постоянную размерность, ω1, . . . , ωs ∈ E, а ковекторы
ω1,θ, . . . , ωs,θ линейно независимы, то существуют такие индексы l1, . . . , lp (1 ≤ li ≤ α), что
в некоторой окрестности точки θ ∈M набор (ω1, . . . , ωs, dzl1 , . . . , dzlp) есть базис модуля E.
Лемма о функциональной зависимости. Пусть g, z1, . . . , zs — гладкие функции на

многообразии M , θ ∈M ,
(1) dg ∈ spanC∞(M)(dz1, . . . , dzs);
(2) ковекторы dz1,θ, . . . , dzs,θ линейно независимы.
Тогда существует такая функция Φ s переменных, что g = Φ(z1, . . . , zs) в окрестности
точки θ.

Теорема 5.3. При p = ρ система (5.1) обратима справа, обратная к ней есть система

η̇ = ϕ(η, ỹ, v, v̇, . . . , v(κ−1)),

v(j) = y
(j)
(j), j = 1,κ, (5.3)

с входом y и выходом v, где ỹ = (y(1), . . . , y(κ), y
(1)
(2), . . . , y

(κ−1)
(κ+1)).

Для построения обратной системы для системы Σ с ρ = p достаточно
1) привести ее к нормальному виду;
2) применить теорему 5.3;
3) используя обратное преобразование к преобразованию (5.2), найти зависимость u =
U(η, ỹ, v).
Тогда обратная система есть система

η̇ = ϕ(η, ỹ, v, v̇, . . . , v(κ−1)),

u = U(η, ỹ, v), (5.4)
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где v = (y
(1)
(1), . . . , y

(κ)
(κ), v#).

При ρ = m система (5.4) обратная слева к системе Σ.



6. МИНИМАЛЬНЫЕ РЕАЛИЗАЦИИ
СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ

6.1. Минимальные реализации линейных систем

В теории линейных стационарных систем есть понятие минимальной реализации. При
m = 1, p = 1 уравнение отображения вход – выход для таких систем имеет вид

y(k) +ak−1y
(k−1) + . . .+a0y = bsu

(s) +bs−1u
(s−1) + . . .+b0u, ak−1, . . . , a0, bs, . . . , b0 ∈ R, (6.1)

и полностью характеризуется его передаточной функцией, которая является дробно – ра-
циональной функцией своего аргумента:

Y (q) =
B(q)

A(q)
, A(q) = qk + ak−1q

k−1 + . . .+ a0, B(q) = bsq
s + bs−1q

s−1 + . . .+ b0.

Многочлены A(q) и B(q) могут иметь совпадающие нули, а значит, общие делители:
A(q) = E(q)A0(q), B(q) = E(q)B0(q). В этом случае, сокращая общие делители чи-
слителя и знаменателя передаточной функции, получают приведенную (редуцированную)

передаточную функцию Y0(q) = B0(q)
A0(q)

. Дифференциальное уравнение, соответствующее

редуцированной передаточной функции (без общих делителей числителя и знаменателя),
называют редуцированным уравнением отображения вход – выход или редукцией уравне-
ния (6.1). Такое уравнение имеет реализацию, которая является управляемой и наблюда-
емой линейной стационарной системой. Ее называют минимальной реализацией уравне-
ния (6.1) отображения вход – выход.
Определения редукции и минимальной реализации в нелинейном случае мотивируются

следующими соображениями. Пусть введенные выше многочлены имеют вид

E(q) = qα + eα−1q
α−1 + . . .+ e0, A0(q) = qβ + a0

β−1q
β−1 + . . .+ a0

0, B0(q) = b0γq
γ + . . .+ b00.

Обозначим

g = y(β) + a0
β−1y

(β−1) + . . .+ a0
0y − b0γu

(γ) − . . .− b00u.

Тогда редукция уравнения (6.1) представляется в виде g = 0, а само уравнение (6.1) — в

виде (
dα

dtα
+ eα−1

dα−1

dtα−1
+ . . .+ e0

)
(g) = 0. (6.2)

Отметим, что уравнение (6.1) и его минимальная реализация не эквивалентны. Дей-
ствительно, редукция g = 0 уравнения (6.1) не эквивалентна уравнению (6.2), так как
среди решений уравнения (6.2) есть решения, для которых g 6≡ 0. С другой стороны,
редукция эквивалентна минимальной реализации, а уравнение (6.2) — уравнению (6.1).
Уравнение (6.1) и его редукция g = 0 вместе с нулевыми начальными условиями

y(0) = ẏ(0) = . . . = y(k−1)(0) = 0 (6.3)

определяют отображения входа в выход. Эти отображения различны, так как существуют
такие решения уравнения (6.2), которые удовлетворяют начальным условиям (6.3), но не
удовлетворяют уравнению g = 0.
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Однако если рассматривать уравнение (6.1) и его редукцию g = 0 вместе с нулевыми
начальными условиями и на y, и на u:

y(0) = ẏ(0) = . . . = y(k−1)(0) = 0, u(0) = . . . = u(s−1)(0) = 0. (6.4)

то их множество решений будет совпадать, так как для всех таких решений g ≡ 0. Дей-
ствительно, пусть (y(t), u(t)) — какое–либо решение уравнения (6.1), удовлетворяющее
начальным условиям (6.4), g(t) — значение функции g на этом решении. Уравнение (6.1)
представляется в виде (6.2), а значит, g — решение этого уравнения, причем g(0) = 0, так
как решение (y(t), u(t)) удовлетворяет начальным условиям (6.4). Из теоремы единствен-
ности решения задачи Коши для линейного уравнения получаем g ≡ 0.
Таким образом, уравнение (6.1) и его минимальная реализация задают разные отобра-

жения вход – выход, если расматривать начальные условия только на y, и одинаковые
отображения вход – выход, если расматривать нулевые начальные условия и на y, и на u
(для уравнения (6.1) — условия (6.4), для минимальной реализации — им соответствую-
щие). Кроме того, если уравнение (6.1) имеет редукцию, то α > 0 в (6.2), и тогда dg ∈ H∞
по определению H∞. В случае α = 0 реализация уравнения (6.1) является минимальной,
для такого уравнения H∞ = spanF{dt}, и по теореме 4.1 оно не имеет первых интегралов.

6.2. Минимальные реализации нелинейных систем

Перейдем к общему (нелинейному) случаю. Напомним, что система (2.3) и ее реализа-
ция (2.4)–(2.5) определяют выход по входу при условии задании начальных значений выхо-
да и переменных состояния соответственно. Обычно система (2.3) и ее реализация (2.4)–
(2.5) рассматривается в окрестности какого–либо решения. В этом случае начальные

значения выхода и переменных состояния определяются этим решением (в линейном слу-
чае — это нулевое положение равновесия).
Рассмотрим отображение вход – выход, заданное системой (2.3) и начальными услови-

ями

y(l)
α (t0) = y

(l)
α,0, u

(k)
β (t0) = u

(k)
β,0, α = 1, p, l = 0, kα − 1, β = 1,m, k = 0, s− 1. (6.5)

Предположим, это же отображение задается другой системой вида (2.3) с теми же началь-
ными условиями, но меньшего порядка. Тогда вторую систему называют редуцированной
системой или редукцией системы (2.3) отображения вход – выход с данными начальными
условиями.
Минимальной реализацией системы (2.3) отображения вход – выход с начальными усло-

виями (6.5) называют систему вида (2.4)–(2.5), которая не имеет первых интегралов и за-
дает с учетом начальных условий на переменные x, u, u̇, . . . , u(s−1) то же самое отображение

вход – выход.
Отметим, что минимальная реализация системы может не быть ее реализацией, так

как в случае реализации эквивалентны множества всех решений систем (2.3) и (2.4), а
в случае минимальной реализации эквивалентны множества только тех решений этих

систем, которые удовлетворяют заданным начальным условиям.
Минимальная реализация системы строится методом удаления первых интегралов.
Алгоритм вычисления минимальной реализации.

1. Среди чисел от 1 до s+1 находим максимальное k, для которого модуль Hk имеет базис

из точных 1-форм.
2. Выбираем базис модуля Hk вида {dt, dg1, . . . , dgρ, dx1, . . . , dxn}, где g1, . . . , gρ — макси-
мальный набор функционально независимых первых интегралов системы (2.3).
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3. Находим систему вида (2.4)–(2.5), которой удовлетворяют функции x1, . . . , xn. Для

этого производные в силу системы (2.3) этих функций и переменные выхода y1, . . . , yp вы-
ражаются через t, x, g, u, u̇, . . . , u(r0). После этого в полученных выражениях переменные
g = (g1, . . . , gρ) заменяются на те значения соответствующих первых интегралов, которые
определяются начальными условиями (6.5).
4. Если посторенная система вида (2.4) не обладает первыми интегралами, то в сово-
купности с выражениями (2.5) и начальными условиями на переменные x, которые опре-
деляются начальными условиями (6.5), она представляет собой искомую минимальную

реализацию. Если же посторенная система имеет первые интегралы, то повторяем шаги
1–3 применительно к этой системе. Для вычисления первых интегралов системы (2.4)
можно применить теорему 4.1. Шаги 1–3 могут повторяться только конечное число раз,
так как каждое повторение уменьшает порядок системы.

Необходимо дать теоретическое обоснование этого алгоритма, т.е. показать, что ка-
ждый его шаг разрешим и результатом применения алгоритма является минимальная ре-
ализация системы. Мы сделаем это в случае существования реализации вида (2.1)–(2.5).

Теорема 6.1. Пусть в окрестности H–регулярной точки θ ∈ E уравнения (2.3)
отображения вход – выход имеют реализацию вида (2.1)–(2.5), а

t0, y
(l)
α,0, u

(k)
β,0, α = 1, p, l = 0, kα − 1, β = 1,m, k = 0, k∗ + s− 1,

— координаты точки θ. Предположим также, что системы вида (2.4), которые получают-
ся в процессе применения приведенного алгоритма, обладают свойством H–регулярности
в точках, соответствующих θ. Тогда в некоторой окрестности точки θ каждый шаг при-
веденного алгоритма разрешим и результатом его применения является минимальная ре-
ализация системы (2.3) с начальными условиями (6.5).

Доказательство. Из п. (a) теоремы 3.1 следует, что модульHs+1 в окрестности точки

θ имеет базис вида {dξ0, . . . , dξd}. А значит, шаг 1 алгоритма дает k = s+ 1.

Из п. (b) теоремы 4.1 следует, что в окрестности точки θ модуль H∞ имеет базис вида

{dt, dg1, . . . , dgρ}, где g1, . . . , gρ — максимальный набор функционально независимых пер-
вых интегралов системы (2.3). Так как H∞ ⊂ Hs+1 (см. этап 1◦ доказательства п. (b)
теоремы 4.1), то dg = Adξ, где dg и dξ — столбцы наборов 1–форм dt, dg1, . . . , dgρ и
dξ0, . . . , dξd соответственно, а A — матрица функций. Ранг матрицы A в окрестности

точки θ максимален и равен ρ + 1, так как 1–формы dt, dg1, . . . , dgρ линейно независимы.
Рассмотрим матрицу A в точке θ и какой–либо ее базисный минор в этой точке. Обозначим
через x1, . . . , xµ те функции набора ξ0, . . . , ξd, которые соответствуют небазисным столб-
цам. Тогда 1–формы dt, dg1, . . . , dgρ, dx1, . . . , dxµ линейно независимы в точке θ, а значит,
и в некоторой окрестности θ. Так как размерность модуля Hs+1 постоянна в окрестно-
сти точки θ и равна µ + ρ + 1, то указанный набор 1–форм образует базис модуля Hs+1.
Поэтому шаг 2 также разрешим.

В качестве компонент векторной функции (3.1), которая определяет переход к реализа-
ции вида (2.1)–(2.5), можно взять функции, дифференциалы которых вместе с dt образуют
базисHs+1. В данном случае это функции g1, . . . , gρ, x1, . . . , xµ. Так как g1, . . . , gρ — первые

интегралы, то

ġj = 0, j = 1, ρ. (6.6)

Остальные уравнения системы (2.1) имеют вид

ẋi = fi(t, g, x, u), i = 1, µ. (6.7)
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Так как любой элемент Hs+1 по определению лежит в H1, а значит, есть линейная комби-
нация базисных для H1 1–форм, то функции g1, . . . , gρ, x1, . . . , xµ зависят только от пере-
менных (4.4). Поэтому начальные условия (6.5) преобразуются в начальные условия

gj(t0) = gj,0, j = 1, ρ, (6.8)

xi(t0) = xi,0, u
(k)
β (t0) = u

(k)
β,0, i = 1, µ, β = 1,m, k = 0, s− 1, (6.9)

где gj,0, xi,0 — значения функций gj, xi в точке θ. Из уравнений (6.6) следует, что функции
g1, . . . , gρ постоянны вдоль каждого решения системы (2.3). Поэтому на всех решениях
системы (2.3), удовлетворяющих начальным условиям (6.5), функции gj принимают зна-
чения (6.8). А значит, для описания всех таких решений достаточно рассмотреть систему,
которая получается из системы (6.7) заменой g1, . . . , gρ на их значения в точке θ. В вы-
ражениях (2.5) переменные g1, . . . , gρ также заменяются на эти значения. Это доказывает
разрешимость шага 3.
Так как система (6.6)–(6.7) является реализацией системы (2.3), то она ей эквивалент-

на. А значит полученная из нее система задает с учетом начальных условий (6.9) то же
самое отображение вход – выход, что и система (2.3) с начальными условиями (6.5). Поэто-
му если система (6.7) с постояными g не имеет первых интегралов, то она в совокупности
с выражениями (2.5) и начальными условиями (6.9) является минимальной реализацией.
Если же система (6.7) с постояными g имеет первые интегралы, то она в совокупности

с выражениями (2.5) представляет собой свою реализацию требуемого вида, а значит,
условия теоремы выполняются и для этой системы. Как только что мы доказали, шаги
1–3 могут быть повторены. Это завершает доказательство теоремы.
Пример 1. Найдем минимальную реализацию отображения входа в выход, заданного

системой

ÿ1 = y2 + u1y2 + u2, ÿ2 = 2y2ẏ1 + 2u1y2ẏ1 − 2u̇2y1.

Имеем k1 = k2 = 2, s = 1, а g = ẏ2
1− ẏ2−2u2y1 — первый интеграл системы. Минимальная

реализация есть система

ẋ1 = x2, ẋ2 = x3 + u1x3 + u2, ẋ3 = x2
2 − 2u2x1

с выходом

y1 = x1, y2 = x3.



7. ДИНАМИЧЕСКИ ЛИНЕАРИЗУЕМЫЕ

И ПЛОСКИЕ СИСТЕМЫ

7.1. Понятие динамической обратной связи

Рассмотрим систему с управлением вида

ẋ = f(t, x, u), x ∈ Rn, u ∈ Rm. (7.1)

Динамической обратной связью системы (7.1) называют обратную связь вида

ξ̇ = a(t, x, ξ, v), u = b(t, x, ξ, v), ξ ∈ Rd, v ∈ Rm, (7.2)

с состоянием ξ, входом (x, v) и выходом u. Область пространства с координатами t, x, ξ, v,
где определены функции a и b, называют областью определения, а число d — размерно-
стью динамической обратной связи (7.2).
Динамическую обратную связь (7.2) можно понимать как преобразование системы (7.1)

в систему

ẋ = f
(
t, x, b(t, x, ξ, v)

)
, ξ̇ = a(t, x, ξ, v) (7.3)

с состоянием (x, ξ) ∈ Rn+d и управлением (входом) v. Второе равенство в (7.2) определяет
отображение из множества решений системы (7.3) в множество решений системы (7.1).
Алгоритм построения динамической обратной связи, преобразующей систе-

му в нормальную форму.
1. Для системы Σ с m = p = ρ строим нормальную форму

y
(j)
(j) = v(j), j = 1,κ,

η̇ = ϕ(η, ỹ, v, v̇, . . . , v(κ−1)) (7.4)

и обратимое преобразование

y = h(x), y
(j)
(i) = h

(j)
(i) (x, u, u̇, . . . , u

(j−1)),

η = η(x), v(i) = h
(i)
(i)(x, u, u̇, . . . , u

(i−1)), i = 1,κ, j = 1, i− 1, (7.5)

преобразующее систему Σ в нормальную форму (7.4).
2. Находим обратное преобразование к преобразованию (7.5). Можно показать, что

функция ϕ из системы (7.4) зависит только от η, ŷ = (y, ẏ, . . . , y(κ−1)) и w = y(κ), при этом
ỹ, v(1), . . . , v(κ−1) — подмножества набора ŷ, v(κ) — подмножество набора w, а обратное
преобразование имеет вид

x = X(η, ŷ), u = U(η, ŷ, w). (7.6)

3. Выбираем функции ξ1, . . . , ξd переменных η, ŷ так, чтобы матрица Якоби ∂(ξ, x)/∂(η, ŷ)
была квадратной и невырожденной.

4. Выражаем производные ξ̇1, . . . , ξ̇d этих функций в силу системы (7.4) через η, ŷ и w.
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5. В полученных выражениях для ξ̇1, . . . , ξ̇d и u1, . . . , um переходим от переменных

η, ŷ, w к переменным ξ, x, w. Получаем динамическую обратную связь

ξ̇ = a(x, ξ, w), u = b(x, ξ, w), (7.7)

которая в совокупности с (7.6) преобразует систему Σ в нормальную форму

y(κ) = w,

η̇ = ϕ(η, ŷ, w).

Говорят, что система (7.1) линеаризуема динамической обратной связью (7.2) (или
просто динамически линеаризуема), если получающаяся с помощью этой связи систе-
ма (7.3) преобразуется в эквивалентную систему вида

y
(ni)
i = vi, i = 1, . . . ,m, (7.8)

обратимой заменой переменных вида

t = t, ỹ = Ỹ (t, x, ξ), v = v,

где ỹ = (y1, ẏ1, . . . , y
(n1−1)
1 , y2, . . . , y

(nm−1)
m ) — состояние системы (7.8). В случае d = 0, т.е.

когда ξ отсутствует, определение динамической линеаризуемости эквивалентно определе-
нию статической линеаризуемости.

Теорема 7.1.
1. Если система приводится к каноническому виду, то она динамически линеаризуема.
2. В случае одномерного управления (m = 1) система динамически линеаризуема тогда и
только тогда, когда она приводится к каноническому виду.

В случае m > 1 существуют системы, которые динамически линеаризуемы, но не
приводятся к каноническому виду.

Пример 7.1. Система

ẋ = u cos θ,

ẏ = u sin θ, (7.9)

θ̇ =
u

l
tgϕ

не приводится к каноническому виду. Однако она динамически линеаризуема динамиче-
ской обратной связью

ξ̇ = v1 cos θ + v2 sin θ,

u = ξ,

ϕ = arctg
l(v2 cos θ − v1 sin θ)

ξ2
.

Получающаяся с помощью этой динамической обратной связи система вида (7.3) заменой
переменных y1 = x, y2 = y преобразуется в эквивалентную систему ÿ1 = v1, ÿ2 = v2. .

Задача 7.1 Докажите, что система (7.9) не приводится к каноническому виду.
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7.2. Плоские системы

Пусть l — некоторое неотрицательное целое. Считая переменные

t, x1, . . . , xn, u1, . . . , um, u̇1, . . . , u̇m, ü1, . . . , u
(l)
m

независимыми, рассмотрим пространство с такими координатами. Пусть O(l) — область

этого пространства. Система (7.1) называется плоской в области O(l), если на O(l) опре-
делены такие функции

y1 = h1(t, x, u, u̇, . . . , u
(l)), . . . , yr = hr(t, x, u, u̇, . . . , u

(l)), (7.10)

что переменные x и u выражаются через t, функции (7.10) и их производные в силу си-
стемы (7.1) до какого–то конечного порядка, а любой конечный набор функций (7.10), их
производных в силу системы (7.1) и функции t функционально независим. При этом набор
функций (7.10) называется плоским (или линеаризующим) выходом системы (7.1).

Задача 7.2 Докажите, что система (7.8) плоская с плоским выходом (y1, . . . , ym).

Теорема 7.2. Линейная система плоская тогда и только тогда, когда она управляема.

Доказательство этой теоремы следует из теоремы Бруновского, задачи 7.2 и инва-
риантности понятия плоской системы.

Теорема 7.3. Регулярная система (7.1), приводящаяся к каноническому виду

y
(ni)
i = gi(t, ỹ, u), i = 1, . . . ,m,

заменой переменных

t = t, yi = Yi(t, x), ui = ui, i = 1, . . . ,m,

является плоской с плоским выходом
(
y1 = Y1(t, x), . . . , ym = Ym(t, x)

)
Задача 7.3 Докажите теорему 7.3, используя определения.

Теорема 7.4. Если регулярная система (7.1) плоская, то ее управление и плоский
выход имеют одинаковую размерность (r = m), а для любого i = 1, . . . ,m порядок стар-
шей производной функции yi, входящей в выражение для u, на единицу больше порядка
старшей производной yi из выражения для x:

x = X(t, y1, ẏ1, . . . , y
(n1−1)
1 , y2, . . . , y

(nm−1)
m ), (7.11)

u = U(t, y1, ẏ1, . . . , y
(n1)
1 , y2, . . . , y

(nm)
m ). (7.12)

Задачу проверки, является ли заданный набор функций плоским выходом, решает сле-
дующая

Теорема 7.5. Пусть система (7.1) регулярная.
1) Если в области O(l) существуют такие r = m функций (7.10), что переменные со-

стояния x1, . . . , xn выражаются через t, функции y1, . . . , ym и их производные в силу си-
стемы (7.1) до какого-то конечного порядка, то система (7.1) плоская в области O(l), а
функции y1, . . . , ym образуют ее плоский выход.
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2) Если векторная функция y = (y1, . . . , ym) вида (7.10) такова, что переменные x со-
стояния системы (7.1) не выражаются через t, y, ẏ, . . . , y(K) при K = n+ (m− 1)l− 1, то x
нельзя выразить через t, y, ẏ, . . . , y(k) ни для какого k, т.е. y не является плоским выходом
системы (7.1).

Полученную в теореме оценку для K нельзя улучшить. А именно, для любых n,m, l
можно построить примеры плоских систем и плоских выходов, для которых K будет равен

указанной в теореме оценке.

Пример 7.2. Система (7.9) регулярная и плоская в области {u 6= 0} с плоским
выходом y1 = x, y2 = z. Плоскостность следует из утверждения 1) теоремы 7.5, так как
u2 = ẏ2

1 + ẏ2
2, а при ẏ

2
1 + ẏ2

2 6= 0 имеем

x = y1, z = y2, θ = arctg
ẏ2

ẏ1

, когда ẏ1 6= 0, и θ = arcctg
ẏ1

ẏ2

, когда ẏ2 6= 0.

Теорема 7.6. Система плоская тогда и только тогда, когда существует такой выход
y, что
1) y зависит от x, u и конечного числа производных u;
2) система наблюдаема относительно y;
3) соответствующая система вход-выход обратима справа и слева.

7.3. Построение динамической обратной

связи, линеаризующей плоскую систему

Каждое решение системы вида (7.8) однозначно определяется функциями y1(t), . . . ,

ym(t), которые могут быть выбраны произвольными (vi(t) = y
(ni)
i (t)). Таким образом, со-

отношения (7.10) при r = m определяют отображение из множества решений системы (7.1)
во множество решений системы (7.8). Это отображение есть биекция, если (7.10) – плос-
кий выход системы (7.1). Действительно, сюръективность этого отображения следует из
функциональной независимости любого конечного набора функций (7.10), их производных
и t, а соотношения (7.11) и (7.12) задают обратное отображение.

Теорема 7.7. Пусть в области O(l) регулярная система (7.1) плоская с плоским
выходом (7.10) и имеет место равенство (7.11). Тогда в окрестности любой точки θl ∈
O(l) существует динамическая обратная связь размерности d = n1 + . . .+ nm − n, которая
линеаризует систему (7.1).

Динамическая обратная связь, линеаризующая плоскую систему, может быть постро-
ена с помощью следующего алгоритма.
Пусть функции (7.10) образуют плоский выход системы (7.1) и выполняются соотно-

шения (7.11).

1. Выберем функции ξ1, . . . , ξd переменных t, ỹ = (y1, ẏ1, . . . , y
(n1−1)
1 , y2, . . . , y

(nm−1)
m ) так,

чтобы матрица Якоби ∂(ξ,X)/∂ỹ была квадратной и невырожденной.
2. Выразим производные ξ̇1, . . . , ξ̇d этих функций в силу системы (7.1) и функции

u1, . . . , um через t, ỹ и v = (v1, . . . , vm), где vi = y
(ni)
i , i = 1,m.

3. В полученных выражениях для ξ̇1, . . . , ξ̇d и u1, . . . , um перейдем от переменных t, ỹ, v
к переменным t, ξ, x, v. Получим линеаризующую динамическую обратную связь.

Пример 7.3. Переменные состояния системы (7.9) выражаются через t, ỹ = (y1, y2, ẏ1, ẏ2).
Поэтому n1 = n2 = 2, d = 1. Выберем функцию ξ переменных t, ỹ так, чтобы переход от
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переменных t, x, z, θ, ξ к переменным t, ỹ был обратим. Положим ξ =
√
ẏ2

1 + ẏ2
2. Тогда

ẏ1 и ẏ2 выражаются через θ и ξ: ẏ1 = ξ cos θ, ẏ2 = ξ sin θ. Выразим ξ̇, u, ϕ через t, ỹ, ÿ1, ÿ2.
В случае u > 0 получаем:

ξ̇ =
ÿ1ẏ1 + ÿ2ẏ2

(ẏ2
1 + ẏ2

2)
1/2
, u =

√
ẏ2

1 + ẏ2
2, ϕ = arctg

l(ÿ2ẏ1 − ÿ1ẏ2)

(ẏ2
1 + ẏ2

2)
3/2

.

Переходя к переменным t, x, z, θ, ξ, v1 = ÿ1, v2 = ÿ2, получаем линеаризующую динами-
ческую обратную связь

u = ξ, ϕ = arctg
l

ξ2
(v2 cos θ − v1 sin θ), ξ̇ = v1 cos θ + v2 sin θ

с областью определения {u 6= 0}. Обратное отображение из множества решений систе-
мы (7.9) во множество решений линейной системы ÿ1 = v1, ÿ2 = v2 имеет вид

t = t y1 = x, y2 = z, v1 = u̇ cos θ − u2

l
tgϕ sin θ, v2 = u̇ sin θ +

u2

l
tgϕ cos θ.

Замечание 1. Из соотношений (7.11) и (7.12) следует, что состояние x плоской систе-
мы (7.1) выражается через время t и состояние ỹ линейной системы (7.8), а управление u –
через t, ỹ и управление v системы (7.8). Однако обратное отображение может не обладать
этим свойством, т.е. выражения для ỹ, v могут содержать t, x, u и производные u̇, . . . , u(k)

до некоторого порядка k. Так, в рассматриваемом выше примере управление (v1, v2) ли-
нейной системы выражается через состояние θ, управление (u, ϕ) и производную u̇. Та-
ким образом, чтобы представить преобразование плоской системы (7.1) к виду (7.8) как
обратимое отображение областей пространств, необходимо рассматривать пространства
бесконечной размерности, координатами которых являются время, состояния, управление
и все производные управления.



8. МЕТОД ДИНАМИЧЕСКОЙ
ОБРАТНОЙ СВЯЗИ

8.1. Решение задач терминального

управления и стабилизации

Рассмотрим механическую систему, описываемую системой (7.1). Предположим, мы
нашли функцию управления u∗(t), которая позволяет нам следовать выбранной траекто-
рии x∗(t). Но какие–либо случайные внешние воздействия, не учитываемые системой (7.1),
изменили функцию состояния системы на x(t), причем x(t0) 6= x∗(t0) в некоторый момент
t = t0. В этом случае для возвращения на заданную траекторию x∗(t) управление выби-
рается как решение задачи стабилизации.
В классической формулировке эта задача заключается в поиске такой обратной связи

u = U(t, x), что x = x∗(t) есть асимптотически устойчивое решение системы обыкновен-
ных дифференциальных уравнений ẋ = f

(
t, x, U(t, x)

)
. Динамический вариант формули-

ровки требует найти такую динамическую обратную связь (7.2) и векторную функцию

v = V (t, x, ξ), чтобы для некоторой векторной функции ξ∗(t) набор
(
x∗(t), ξ∗(t)

)
был асим-

птотически устойчивым решением системы

ẋ = f
(
t, x, b

(
t, x, ξ, V (t, x, ξ)

))
,

ξ̇ = a
(
t, x, ξ, V (t, x, ξ)

)
. (8.1)

Для возвращения на заданную траекторию x∗(t) в описанной выше ситуации управле-
ние вычисляется по формуле

u = b
(
t, ξ(t), x(t), V

(
t, x(t), ξ(t)

))
,

где x(t) — состояние системы в момент t, а ξ(t) есть решение системы обыкновенных

дифференциальных уравнений

ξ̇ = a
(
t, ξ, x(t), V

(
t, x(t), ξ

))
с начальным условием ξ(t0) = ξ∗(t0). Тогда в случае отсутствия внешних воздействий при
t > t0 функция состояний x(t) вместе с функцией ξ(t) образуют решение системы (8.1),
которое в случае близости x(t0) к x∗(t0) стремится к решению

(
x∗(t), ξ∗(t)

)
при t → ∞ в

виду устойчивости последнего. А значит, x(t) стремится к x∗(t).
Пусть система (7.1) линеаризуема динамической обратной связью (7.2) и для нее по-

ставлена задача терминального управления:

x(tн) = xн, x(tк) = xк. (8.2)

Покажем как решаются поставленные задачи для таких систем. Рассмотрим систему

ẋ = f
(
t, x, b(t, x, ξ, v)

)
, ξ̇ = a(t, x, ξ, v), (8.3)

30
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в которую преобразуется система (7.1) после применения динамической обратной свя-
зи (7.2). Для вектора ξ дополнительных переменных зададим произвольные (например,
нулевые) начальное (ξн) и конечное (ξк) значения и рассмотрим для системы (8.3) задачу
терминального управления:

x(tн) = xн, ξ(tн) = ξн, x(tк) = xк, ξ(tк) = ξк. (8.4)

По определению динамической линеаризуемости система (8.3) обратимой заменой пере-
менных вида

t = t, ỹ = Ỹ (t, x, ξ), v = v (8.5)

преобразуется в эквивалентную систему

y
(ni)
i = vi, i = 1, . . . ,m. (8.6)

Применяя преобразование (8.5), получаем для системы (8.6) задачу

ỹ(tн) = Ỹ (tн, xн, ξн), ỹ(tк) = Ỹ (tк, xк, ξк). (8.7)

Решение этой задачи и соответствующей задачи стабилизации хорошо известно. На-
пример, существует решение

(
y∗(t), v∗(t)

)
системы (8.6), удовлетворяющее условиям (8.7),

в виде многочленов по t:

yi,∗(t) =

2ni−1∑
s=0

ai,st
s, vi,∗(t) = (y∗,i(t))

(ni), i = 1, . . . ,m, (8.8)

где коэффициенты {ai,s} находятся из системы уравнений (8.7). Эта система состоит

из линейных уравнений на {ai,s}, и в случае tк 6= tн матрица системы невырожденна.
Поэтому система имеет единственное решение.
Применяя замену переменных

t = t, x = X(t, ỹ), ξ = Ξ(t, ỹ), v = v, (8.9)

обратную к замене (8.5), получаем из решения
(
y∗(t), v∗(t)

)
решение

(
x∗(t), ξ∗(t), v∗(t)

)
системы (8.3). Это решение удовлетворяет условиям (8.4) в виду взаимной обратимости
замен (8.5) и (8.9). Таким образом, зависимость

u∗(t) = b
(
t, ξ∗(t), x∗(t), v∗(t)

)
, t ∈ [tн, tк],

решает задачу терминального управления (8.2).
Для решения соответствующей задачи стабилизации построим обратную связь

vi =
(
y∗,i(t)

)(ni) +

ni−1∑
j=0

γi,j

(
y

(j)
i −

(
y∗,i(t)

)(j))
, i = 1, . . . ,m, (8.10)

где постоянные коэффициенты γi,j находятся из условия асимптотической устойчивости
следующей линейной системы дифферениальных уравнений

e
(ni)
i =

ni−1∑
j=0

γi,je
(j)
i , i = 1, . . . ,m.
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Обратная связь (8.10) дает решение задачи стабилизации системы (8.6), так как получа-
ющаяся с помощью нее система обыкновенных дифференциальных уравнений имеет вид

y
(ni)
i =

(
y∗,i(t)

)(ni) +

ni−1∑
j=0

γi,j

(
y

(j)
i −

(
y∗,i(t)

)(j))
, i = 1, . . . ,m, (8.11)

а значит, y∗(t) есть асимптотически устойчивое решение этой системы.
Обозначим через v = V (t, ỹ) функцию (8.10). Замена переменных

t = t, x = X(t, ỹ), ξ = Ξ(t, ỹ),

полученная из замены (8.9) удалением v, преобразует решение y∗(t) системы (8.11) в ре-
шение

(
x∗(t), ξ∗(t)

)
системы

ẋ = f
(
t, x, b

(
t, x, ξ, V (t, Y (t, x, ξ))

))
,

ξ̇ = a
(
t, x, ξ, V

(
t, Y (t, x, ξ)

))
.

Примеры показывают (см. [13] и ссылки там), что очень часто решение
(
x∗(t), ξ∗(t)

)
по-

следней системы тоже асимптотически устойчиво. В этом случае динамическая обратная
связь (7.2) и векторная функция v = V

(
t, Y (t, x, ξ)

)
решают задачу стабилизации для

системы (7.1). При этом подбор коэффициентов γi,j в (8.11) позволяет регулировать ско-
рость возвращения системы на заданную траекторию x∗(t).

8.2. Управление движением

самолета вертикального взлета

Рассмотрим движение самолета вертикального взлета на этапе выполнения предпоса-
дочных маневров. Используем упрощенную модель [13], которая учитывает только дви-
жение в вертикальной плоскости, перпендикулярной продольной оси. Это движение опи-
сывает система уравнений

ẍ = u1 sin θ − εu2 cos θ,

z̈ = u1 cos θ + εu2 sin θ − 1, (8.12)

θ̈ = u2,

где x и z — нормированные координаты самолета по горизонтальной и вертикальной осям

соответственно, θ — угол крена, vx, vz, vθ — соответствующие скорости, u1 — управление,
пропорциональное общей тяге двигателей, u2 — управление, пропорциональное разности
тяг двух двигателей, ε — малая константа. Вектор с координатами

x, vx = ẋ, z, vz = ż, θ, vθ = θ̇

задает состояние системы, вектор (u1, u2) — ее управление.
Система (8.12) регулярна во всем пространстве, а в точках, где vθ 6= 0 и u1 − εv2

θ 6= 0,
она плоская, и функции

y1 = x+ ε sin θ, y2 = z + ε cos θ
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образуют ее плоский выход. Действительно, в указанных точках имеем

x = y1 − ε
ÿ1√

(ÿ1)2 + (ÿ2 + 1)2
,

z = y2 − ε
ÿ2 + 1√

(ÿ1)2 + (ÿ2 + 1)2
,

θ = arctg
ÿ1

ÿ2 + 1
.

Так как vx, vz, vθ — производные в силу системы (8.12) функций x, z, θ соответственно,
то переменные vx, vz, vθ также выражаются через y1, y2 и их производные. Плоскостность
системы (8.12) следует из теоремы 7.5.
Итак, переменные состояния системы (8.12) выражаются через t, ỹ = (y1, y2, ẏ1, ẏ2, ÿ1,

ÿ2,
...
y 1,

...
y 2). Выберем такие две функции ξ1, ξ2 переменных t, ỹ, чтобы переход от перемен-

ных t, x, z, θ, vx, vz, vθ, ξ1, ξ2 к переменным t, ỹ был обратим. Положим:

ξ1 =
√

(ÿ1)2 + (ÿ2 + 1)2, ξ2 = ξ̇1.

Тогда ÿ1 и ÿ2 выражаются через θ и ξ1:

ÿ1 = ξ1 sin θ, ÿ2 = −1 + ξ1 cos θ,

и, значит, y1, y2 выражаются через x, z, θ, ξ1, а ẏ1, ẏ2,
...
y 1,

...
y 2 — через производные полу-

ченных выражений для y1, y2, ÿ1 и ÿ2. Выражая ξ̇1, ξ̇2, u1, u2 через t, ỹ, v1 = y
(4)
1 , v2 = y

(4)
2 , а

потом переходя к переменным t, ξ, x, v, получаем динамическую обратную связь

ξ̇1 = ξ2,

ξ̇2 = v1 sin θ + v2 cos θ + v2
θξ1,

u1 = ξ1 + εv2
θ ,

u2 =
1

ξ1
(v1 cos θ − v2 sin θ − 2vθξ2) ,

которая линеаризует систему (8.12).
С целью демонстрации изложенного выше метода положим ε = 1 и решим следующую

задачу терминального управления для системы (8.12):

x(0) = 10, z(0) = 5, θ(0) = 0, vx(0) = −10,
vz(0) = −5, vθ(0) = 0, x(1) = 0, z(1) = 0,
θ(1) = 0, vx(1) = −10, vz(1) = −5, vθ(1) = 0.

(8.13)

Начальные и конечные значения дополнительных переменных ξ1, ξ2 зададим следующим
образом:

ξ1(0) = 1 = ξ1(1), ξ2(0) = 0 = ξ2(1).

Тогда соответствующая задача терминального управления для линейной системы имеет

вид:
y1(0) = 10, y2(0) = 6, ẏ1(0) = −10, ẏ2(0) = −5,
ÿ1(0) = 0, ÿ2(0) = 0,

...
y 1(0) = 0,

...
y 2(0) = 0,

y1(1) = 0, y2(1) = 1, ẏ1(1) = −10, ẏ2(1) = −5,
ÿ1(1) = 0, ÿ2(1) = 0,

...
y 1(1) = 0,

...
y 2(1) = 0.
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Решение этой задачи в пространстве многочленов порядка 7 есть

y∗,1(t) = −10t+ 10, y∗,2(t) = −5t+ 6.

Для решения соответствующей задачи стабилизации рассмотрим следующую устойчивую

систему дифферениальных уравнений

e
(4)
i = −4

...
e i − 6ëi − 4ėi − ei, i = 1, 2.

Соответствующая стабилизирующая обратная связь имеет вид

v1 = −4
...
y 1 − 6ÿ1 − 4(ẏ1 + 10)− (y1 + 10t− 10),

v2 = −4
...
y 2 − 6ÿ2 − 4(ẏ2 + 5)− (y2 + 5t− 6).

Возвращаясь к системе (8.12) с ε = 1, получаем решение u1 = 1, u2 = 0 задачи (8.13) и
решение задачи стабилизации:

ξ̇1 = ξ2,

ξ̇2 = ξ1
(
v2
θ − 6

)
− 4ξ2 − 1− sin θ(4vx + x+ 10t+ 30)−

− cos θ(4vz + z + 5t+ 8),

u1 = ξ1 + v2
θ ,

u2 = −4vθ − 4
vθ
ξ1
− 2

ξ2vθ
ξ1

− cos θ

ξ1
(4vx + x+ 10t+ 30) +

+
sin θ

ξ1
(4vz + z + 5t+ 8).

При этом желаемая траектория есть

x∗(t) = −10t+ 10, z∗(t) = −5t+ 5, θ∗(t) = 0.



9. ПРИМЕНЕНИЯ
НОРМАЛЬНЫХ ФОРМ СИСТЕМ

9.1. Построение динамической обратной связи

Рассмотрим систему

ẋ = f(x, u), x ∈ Rn, u ∈ Rm, (9.1)

y = h(x), y ∈ Rm,

размерноость входа (u) и выхода (y) которой равны рангу системы: ρ = m = p. Применяя
алгоритм из п. 5.2, построим для системы (9.1) нормальную форму. Так как размерность
входа и выхода совпадают с рангом системы, то переменные y[0], . . . , y[κ+1], v# (см. п. 5.2)
отсутствуют, нормальная форма имеет вид

y
(j)
(j) = v(j), j = 1,κ,

η̇ = ϕ(η, ỹ, v, v̇, . . . , v(κ−1)), (9.2)

а соответствующее обратимое преобразование системы (9.1) в нормальную форму (9.2) —
вид

y = h(x), y
(j)
(i) = h

(j)
(i) (x, u, u̇, . . . , u

(j−1)),

η = η(x), v(i) = h
(i)
(i)(x, u, u̇, . . . , u

(i−1)), i = 1,κ, j = 1, i− 1. (9.3)

Можно показать, что функция ϕ из системы (9.2) зависит только от η, ŷ = (y, ẏ, . . .,
y(k−1)) и ϑ = y(k), наборы ỹ, v(1), . . . , v(k−1) есть части набора ŷ, v(k) — часть набора ϑ, а
обратное преобразование к преобразованию (9.3) имеет вид

x = X(η, ŷ), u = U(η, ŷ, ϑ). (9.4)

Алгоритм построения динамической обратной связи, преобразующей систему
в нормальную форму при ρ = p = m.

1. Для системы (9.1) строим нормальную форму (9.2).
2. Выбираем векторную функцию ξ переменных η, ŷ так, чтобы матрица Якоби

∂(ξ,X)/∂(η, ŷ) была квадратной и невырожденной. Тогда функции ξ и X определяют

обратимую замену переменных (η, ŷ) → (x, ξ), обратная к которой имеет вид

η = η(x), ŷ = Y (x, ξ). (9.5)

3. Выражаем производную ξ̇ функции ξ в силу системы (9.2) через η, ŷ и ϑ.
4. В полученных выражениях для ξ̇ и u переходим от переменных η, ŷ, ϑ к переменным

ξ, x, ϑ. Получаем динамическую обратную связь

ξ̇ = a(x, ξ, ϑ), u = b(x, ξ, ϑ), (9.6)

которая в композиции с (9.5) преобразует систему (9.1) в нормальную форму

y(k) = ϑ,

η̇ = g(η, ŷ, ϑ). (9.7)

35
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9.2. Задача автономного регулирования

Для системы с входом (u) и выходом (y)

Σ :

{
ẋ = f(x, u), x ∈ Rn, u ∈ Rm,
y = h(x), y ∈ Rp,

требуется найти динамическую обратную связь

ζ̇ = a(x, ζ, v), u = b(x, ζ, v), ζ ∈ Rd, v ∈ Rp,

которая преобразует Σ в такую систему

ẋ = f
(
x, b(x, ζ, v)

)
, ξ̇ = a(x, ζ, v), y = h(x),

что для всех i = 1, p выход yi и все его производные зависят только от x, ζ, vi, v̇i, . . . , v
(j)
i , . . .

и не зависят от vl, v̇l, . . . , v
(j)
l , . . . при l 6= i.

Теорема 9.1. Задача автономного регулирования разрешима ⇔ система обратима

справа.

Пример 9.1.
ẋ1 = u1

ẋ2 = x4 + u1

ẋ3 = x4 − x3

ẋ4 = u2

−→
ξ̇ = ϑ1

u1 = ξ
u2 = ϑ2 − ϑ1


ẋ1 = ξ
ẋ2 = x4 + ξ
ẋ3 = x4 − x3

ẋ4 = ϑ2 − ϑ1

ξ̇ = ϑ1

y1 = x1

y2 = x2

{
ÿ1 = ϑ1

ÿ2 = ϑ2

η̇ = ẏ2 − ẏ1 − η
(η = x3)

Алгоритм решения задачи автономного регулирования.
В случае ρ < p задача автономного регулирования не имеет решения.
В случае ρ = p строим динамическую обратную связь (9.6), которая в композиции с (9.5)

преобразует систему Σ в нормальную форму (9.7). Построенная динамическая обратная
связь решает задачу автономного регулирования.

9.3. Задача изоляции возмущений

Для системы с входом (u), выходом (y) и возмущениями (w)

Σ :

{
ẋ = f(x, u, w), x ∈ Rn, u ∈ Rm, w ∈ Rq,
y = h(x), y ∈ Rp,

требуется найти такую динамическую обратную связь

ζ̇ = a(x, ζ, v), u = b(x, ζ, v), ζ ∈ Rd, v ∈ Rp, (9.8)

которая преобразует Σ в такую систему

ẋ = f
(
x, b(x, ζ, v)

)
, ξ̇ = a(x, ζ, v), y = h(x),

что для i = 1, p выход yi и все его производные не зависят от w, ẇ, . . . , w
(j), . . . .
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Пример 9.2.


ẋ1 = u1

ẋ2 = x4 + u1

ẋ3 = x4 − x3 + w
ẋ4 = u2

−→
ξ̇ = ϑ1

u1 = ξ
u2 = ϑ2 − ϑ1


ẋ1 = ξ
ẋ2 = x4 + ξ
ẋ3 = x4 − x3 + w
ẋ4 = ϑ2 − ϑ1

ξ̇ = ϑ1

y1 = x1

y2 = x2


ÿ1 = ϑ1

ÿ2 = ϑ2

η̇ = ẏ2 − ẏ1 − η + w

Обозначим

E0 = spanF{dx}, U = spanF{du(j) : j ≥ 0}, Y = spanF{dy(j) : j ≥ 0}.

Теорема 9.2. Задача изоляции возмущений разрешима ⇔ производная в силу си-
стемы каждого элемента модуля E0∩Y лежит в E0+U , а значит, не зависит от возмущений
w.

Алгоритм решения задачи изоляции возмущений.
1. Для системы Σ с входом u и выходом y строим нормальную форму

y
(j)
(j) = v(j), j = 1,κ,

η̇ = ϕ(η, ỹ, v, v̇, . . . , v(κ−1), w, ẇ, . . . , w(κ−1)),

а также преобразование системы в нормальную форму.
2. Если функции

v(i) = h
(i)
(i)(x, u, u̇, . . . , u

(i−1)), i = 1,κ,

не зависят от w, то соответствующая динамическая обратная связь решает задачу изоля-
ции возмущений.

Пример 9.3. Модель тележки с фиксированной задней осью
ẋ = u1 cos(θ + ϕ)
ż = u1 sin(θ + ϕ)

θ̇ = u1 sinϕ− w
ϕ̇ = u2 + w .

y1 = x
y2 = z



10. ПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ
ИДЕНТИФИКАЦИЯ

10.1. Задача параметрической идентификации

и классический подход к ее решению

Рассмотрим задачу построения математических моделей технических, физических, био-
логических и т.п. систем или процессов по данным наблюдениz. Предположим известно,
что модель есть динамическая система с выходом, но неизвестны значения некоторых па-
раметров θ = (θ1, . . . , θk) этой системы:

ẋ = f(t, x, θ), x ∈ Rn, (10.1)

y = h(x), y ∈ Rp, (10.2)

где t— время, x = (x1, . . . , xn) — состояние системы, y = (y1, . . . , yp) — измеряемый выход,
а ẋ ≡ dx/dt. Для достоверности математической модели необходимо, что бы результа-
ты, полученные с ее помощью, совпадали с результатами полученными из эксперимента.
Задача параметрической идентификации заключается в нахождение таких численных
значений параметров θ, что значения функций выхода y(t), полученные из модели (10.1)–
(10.2) с данными θ и из эксперимента, были максимально близки.Точного совпадения этих
значений получить обычно не удается из-за неточности модели и из-за неточности вычи-
слений.
Система (10.1)–(10.2) называется идентифицируемой, если по измерениям выходов y

системы можно определить ее параметры θ.
Один из хорошо известных подходов к решению этой задачи основан на нахождения

минимума некоторого целевого функционала, относительно невязки ε(t, θ̂) = y(t)− ŷ(t, θ̂),
вычисляемой как разность наблюдаемых значений объекта (y(t)) и значений (ŷ(t, θ̂)) вы-
ходов математической модели при наборе параметров θ̂, например:

θ = arg min
θ̂

T∫
0

‖ŷ(t, θ̂)− y(t)‖2dt,

где T — длительность эксперимента. Минимум данного функционала означает, что со-
ответствующие значения параметров подобраны наиболее точно для выбранной модели.
Схема этого процесса параметрической идентификации представлена на рисунке 10.1.
Данный подход имеет несколько существенных недостатков. Одним из них является

необходимость на каждом шаге процесса оптимизации решать систему уравнений (10.1)
для определения значения выхода (10.2) на определенном наборе параметров θ̂.

38
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Рис. 10.1. Классический подход Рис. 10.2. Метод обращения

10.2. Параметрическая идентификация

с использованием обратимых систем

Система (10.1)–(10.2) не имеет входов. Ее нормальная форма также не имеет входов, а
значит, есть вида (см. (5.1))

y
(j)
[j] = Gj(ỹ, θ), j = 0,κ + 1, (10.3)

η̇ = ϕ(η, ỹ, θ).

где ỹ = (y[1], . . . , y[κ+1], y
(1)
[2] , . . . , y

(κ)
[κ+1]). Правые части уравнений зависят от выбора пара-

метров θ, так как от θ зависит исходная система (10.1)–(10.2). Вводя входы как v[j] =

y
(j)
[j] −Gj(ỹ), j = 1,κ + 1, получаем обратимую систему (см. теорему 5.3). Если параметры

θ таковы, что выход ŷ(t, θ) системы (10.1)–(10.2) совпадает с наблюдаемыми значениями
y(t), то функция y(t) удовлетворяет системе (10.3). Поэтому решаем задачу параметриче-
ской идентификации, минимизируя функционал отклонения входов v = (v[1], . . . , v[κ+1]) от
0:

T∫
0

κ+1∑
j=1

∥∥∥y(j)
[j] (t)−Gj(ỹ(t), θ̂)

∥∥∥2

dt, (10.4)

где y
(j)
[j] (t) — производная порядка j функции y[j](t), полученной экспериментально. Схема

этого метода решения задачи идентификации параметров представляется рисунком 10.2.
Для случая системы с входом, выходом и параметрами:

ẋ = f(t, x, u, θ), x ∈ Rn, u ∈ Rm, (10.5)

y = h(x), y ∈ Rp, (10.6)

задача параметрической идентификации заключается в нахождение численных значений
параметров θ по значениям выходов y и входов u.
Эта задача также может быть решена методом обращения. А именно, преобразуем

систему (10.5) к виду
ẋ = f(t, x, u, θ), u̇ = w, (10.7)

где (x, u) — состояние системы, w — вход. Применяя приведенный в разделе 5.2 алгоритм
к системе (10.7) с выходом (y, u), где y = h(x), находим ее нормальный вид (5.1) с функ-
циями ϕ и Gj, j = 1,κ + 1, зависящими от параметров θ. Минимизируемый функционал
в этом случае имеет вид

T∫
0

(
κ+1∑
j=1

∥∥∥y(j)
[j] (t)−Gj(ỹ(t), θ̂)

∥∥∥2

+
κ∑
j=1

∥∥∥y(j)
(j)(t)− v(j)

∥∥∥2
)
dt, (10.8)
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где v(j) — функции от ỹ(t), u(t), u̇(t), . . . , u(κ−1)(t), θ̂, полученные из преобразования (5.2) и
обратного преобразования к (5.2).
Отметим, что и в случае системы (10.1)–(10.2), и в случае системы (10.5)–(10.6) функ-

ционалы (10.4) и (10.8) характеризуют невязку уравнений, которым должны удовлетво-
рять функции выхода y(t) (в случае системы (10.5)–(10.6) — это часть набора функций

(y(t), u(t))). Остальные уравнения системы (5.1) не учитываются функционалом, так как
они не дают никаких ограничений на полученные экспериментально данные, поскольку
значения η определяются только этими уравнениями.
Задача. Найдите функционал вида (10.8) для системы вход–выход с положительными

параметрами θ1, . . . , θ6:

ẋ1 = θ6
C − [x1 + x2]

C
x1 − θ1x1x3,

ẋ2 = θ1x1x3 − θ2x2 − u,

ẋ3 = θ3x2 − θ4x3 − θ1x1x3,

ẋ4 = θ5x2 + θ4x3,

y1 = x3,

y2 = x4.

Новый подход лишен упомянутого недостатка классического подхода, т.е. решать си-
стему нелинейных дифференциальных уравнений на каждом шаге оптимизации нет необ-
ходимости. Однако он имеет свои недостатки. Основным из них является необходимость
нахождения производных от выходов системы и дальнейшее оперирование с найденными

производными.

10.3. Численное дифференцирование

Выходы системы y(t) определяются экспериментально, а значит, с ограниченной точ-
ностью. Векторную функцию y(t) можно представить себе как сумму точного значения и
случайного шума ω(t), вызванного неточностью эксперимента. Хорошо известно [4], что
задача численного нахождения производных является некорректно поставленной. Так же
известны оценки, позволяющие судить о влиянии шума в изначальных данных на резуль-
таты операции численного дифференцирования разностными методами: эксперименты по-
казывают, что ошибка (шум) возрастает приблизительно в 100 раз.
В качестве примера рассмотрим численное нахождение производной от функции y =

sin(t), искаженной аддитивным гауссовым шумом с нулевым средним значением и диспе-
рсией σ = 0.01. Пусть функция задана на сетке t ∈ [0, 6π] с шагом h = 0.01. Исходная
функция и найденная по разностной формуле производная, вместе с точным значением
производной изображены на рисунке 10.3.
Хорошо видно, что применение разностных формул значительно усиливает искажение

данных. Таким образом, даже небольшой шум ω(t) может сделать невозможным нахожде-
ние производных y(t), не говоря уже о дальнейшем использовании этих данных.
В последние годы был предложен метод [16, 17], позволяющий восстанавливать числен-

ное значение производных и подавлять шум любого характера. Новый подход основан на
операционном исчислении и дает следующие оценки для производных по наблюдаемым

значений функций

x(n)(t, k, µ, q) =
1

T1
n

1∫
0

[
q∑
l=0

γnkl,µl
λl
dn

dτn
{
ωnk,µ

}]
x(t− T1τ)dτ
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Рис. 10.3. Усиление шума при применении разностных формул.

где T1 — продолжительность наблюдений, k, µ, q ∈ N0 — параметры метода (хорошие
результаты получаются при k = 1, µ = 1, q = 0 или q = 1),

kl = k + q − l, µl = µ+ l, γnkl,µl
=

(2n+ 1 + kl + µl)!

(kl + n)!(µl + n)!
, ωnk,µ = τ k+n(1− τ)µ+n,

λ0, . . . , λq — вычисляемые коэффициенты: λ0 = 1 при q = 0, и λ0 = −n−k−1, λ1 = n+k+2
при q = 1 (подробности см. в [16]). Приведенная формула дает хорошие результаты в

случае оценки производных первого и второго порядка.



11. МЕТОД НАКРЫТИЙ
ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

ТЕРМИНАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

11.1. Описание метода накрытий

Для демонстрации идеи метода рассмотрим плоскую систему

ẋ = f(t, x, u), x ∈ X ⊂ R2, u ∈ U ⊂ R.

Как известно (см. § 7), такая система эквивалентна системе y(2) = v, а граничные условия
для плоской системы преобразуются в условия

y(tн) = yн, ẏ(tн) = ẏн, y(tк) = yк, ẏ(tк) = ẏк. (11.1)

Будем искать решение в пространстве многочленов. Так как данная задача включает

четыре граничных условия, то рассмотрим многочлены не выше третьего порядка, т.е.
искомое решение удовлетворяет уравнению

y(4) = 0. (11.2)

Таким образом, задача терминального управления переформулируется в краевую зада-
чу (11.2), (11.1).
Для решения краевой задачи (11.2), (11.1) рассмотрим функцию

p = y − 1

2
(tк − t)2y(2) − 1

3
(tк − t)3y(3). (11.3)

Для любого решения y уравнения (11.2) имеем

ṗ = ẏ + (tк − t)y(2) +
1

2
(tк − t)2y(3), (11.4)

p̈ = 0. (11.5)

Функция p такова, что значения p(tк), ṗ(tк) однозначно определяются значениями y(tк),
ẏ(tк), а значения y

(2)(tн), y
(3)(tн) — значениями p(tн), ṗ(tн), y(tн), ẏ(tн). Поэтому зада-

ча (11.2)–(11.1) может быть решена следующим образом. Из конечных условий (11.1)
находятся значения p(tк), ṗ(tк). Эти значения однозначно определяют решение p(t) урав-
нения (11.5), как решение задачи Коши в сторону уменьшения времени: от tк до tн. Нахо-
дим p(tн), ṗ(tн), а из уравнений (11.3)–(11.4) — значения y(2)(tн), y

(3)(tн). Наконец, решая
задачу Коши для уравнения (11.2) с известными значениями y(tн), ẏ(tн), y

(2)(tн), y
(3)(tн),

находим зависимость y(t). Данная функция есть решение задачи (11.2), (11.1), так как она
удовлетворяет начальным условиям (11.1) по построению, а конечным условиям (11.1) —
из уравнений (11.3), (11.4).
Отметим, что соотношение (11.3) определяет отображение из решений уравнения (11.2)

в решения уравнения (11.5). Отображения такого вида в геометрии дифференциальных
уравнений [9] называют накрытиями. Точное определение следующее.
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Пусть E и Y — две системы обыкновенных дифференциальных уравнений. Накрытием
из системы E в систему Y называют сюръективное регулярное отображение ν расширен-
ного фазового пространства системы E в расширенное фазовое пространство системы Y ,
при котором любая траектория системы E регулярно отображается в траекторию системы
Y . Регулярность отображения ν означает, что в каждой точке ранг дифференциала dν ра-
вен размерности образа. Регулярность отображения траекторий означает, что в каждой
точке касательный вектор к траектории не лежит в ядре dν.
Из этого определения следует, что прообраз любой траектории системы Y состоит из

точек траекторий некоторой подсистемы системы E . Этот факт используется далее.
Рассмотрим теперь общий случай задачи терминального управления для системы

ẋ = f(t, x, u), x ∈ X ⊂ Rn, u ∈ U ⊂ Rm, (11.6)

c граничными условиями
x(tн) = xн, x(tк) = xк. (11.7)

Предположим, что мы нашли функции Ui, ϕj, i = 1,m, j = 1, n, переменных

t, x1, . . . , xn, u1, u̇1, . . . , u
(k1−1)
1 , u2, . . . , u

(km−1)
m , k1 + . . .+ km = n,

удовлетворяющие следующим условиям.
(A) Соотношения pj = ϕj, j = 1, n, определяют накрытие из системы

ẋj = fj(t, x1, . . . , xn, u1, . . . , um), j = 1, n, (11.8)

u
(ki)
i = Ui(t, x1, . . . , xn, u1, u̇1, . . . , u

(k1−1)
1 , u2, . . . , u

(km−1)
m ), i = 1,m, (11.9)

в систему вида

ṗ = P (t, p), p ∈ Rn. (11.10)

(B) Заданные конечные значения x(tк) однозначно определяют значения pк = p(tк) и на-
оборот значения p(tк) однозначно определяют значения x(tк).
(C) Если pн — значение в точке tн решения p(t) системы (11.10), удовлетворяющего усло-
вию p(tк) = pк, то система нелинейных уравнений

pн = ϕ(tн, x1,н, . . . , xn,н, u1(tн), u̇1(tн), . . . , u
(k1−1)
1 (tн), u2(tн), . . . , u

(km−1)
m (tн)) (11.11)

имеет решение относительно u1(tн), u̇1(tн), . . . , u
(k1−1)
1 (tн), u2(tн), . . . , u

(km−1)
m (tн).

В случае выполнения условий (A), (B), (C) задача (11.6), (11.7) может быть решена
следующим образом.

1. Из конечных условий (11.7) вычисляем значение p(tк).
2. Находим решение p(t) системы (11.10), удовлетворяющее условию p(tк) = pк (реше-

ние задачи Коши в сторону уменьшения времени: от tк до tн).
3. Вычисляем p(tн).

4. Из системы (11.11) находим значения u1(tн), u̇1(tн), . . . , u
(k1−1)
1 (tн), u2(tн), . . . , u

(km−1)
m (tн).

5. Решая задачу Коши для системы (11.8)–(11.9) с начальными значениями

tн, x1,н, . . . , xn,н, u1(tн), u̇1(tн), . . . , u
(k1−1)
1 (tн), u2(tн), . . . , u

(km−1)
m (tн), (11.12)

находим решение
(
x(t), u(t)

)
системы (11.6).

Найденное таким образом решение есть решение задачи (11.6), (11.7), так как функ-
ция x(t) удовлетворяет начальным условиям (11.7) по построению, а конечным услови-
ям (11.7) — из условия (B).
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Схема метода накрытий:

задача ẋ = f(t, x, u) x(tн) = xн
(
x(t), u(t)

)
x(tк) = xк

↓ ↑
r-замыкание u(k) = U(t, x, ũ)

ũ = (u, u̇, . . . , u(k−1)) ↓ ũ(tн) = ũн

накрытие ↓ p = p(t, x, ũ) ↓ ↑

база ṗ = P (t, p) p(tк) = pк → p(t), pн = p(tн)

Изложенный алгоритм решения задачи терминального управления основан на постро-
ении таких функций U1, . . . , Um, для которых соответствующая система (11.8)–(11.9) на-
крывает систему вида (11.10). Условие (B) устанавливает связь этого накрытия с ко-
нечными условиями поставленной задачи терминального управления, а условие (C) — с

начальными условиями этой задачи.

Систему вида (11.8)–(11.9), удовлетворяющую условиям (A), (B) и (C) для некото-
рых функций ϕj, j = 1, n, будем называть r–замыканием задачи терминального упра-
вления (11.6), (11.7). Как показано выше, r–замыкание позволяет решать задачу (11.6),
(11.7).

В случае, когда есть ограничения на x, u и производные u, необходимо подбирать r–
замыкание так, чтобы соответствующее решение задачи терминального управления удо-
влетворяло этим ограничениям. Для построения такого r–замыкания можно использовать
понятие инвариантного множества динамической системы. Напомним, что подмножество
U расширенного фазового пространства динамической системы называют инвариантным,
если для любой точки из U траектория системы, проходящая через эту точку, целиком
содержится в U . Предположим r–замыкание (11.8)–(11.9) обладает инвариантным мно-
жеством U , все точки которого удовлетворяют ограничениям задачи. Тогда если точ-
ка (11.12) принадлежит U , то решение задачи Коши для системы (11.8)–(11.9) с началь-
ными значениями (11.12) (а это и есть решение задачи терминального управления (11.6),
(11.7)) лежит в U , а значит удовлетворяет ограничениям задачи.

Отметим также, что понятие r–замыкания инвариантно относительно преобразова-
ний систем, т.е. если две системы эквивалентны, а для одной из них поставлена задача
терминального управления и построено r–замыкание, то используя соответствующее пре-
образование эквивалентности, получаем задачу терминального управления и r–замыкание
для второй системы. Например, любая плоская система эквивалентна системе вида (8.6)
(см. [10, 13, 15]), поэтому при терминальном управлении плоской системой достаточно по-
строить r–замыкание для системы (8.6). Кроме того, если система (11.6) регулярная, то
из нее переменные управления u можно выразить через t, x и удалить u из системы (11.8)–
(11.9). r–Замыкания такого вида мы и будем рассматривать далее.

11.2. Метод накрытий для плоских систем

Покажем, что для плоской системы в качестве r–замыкания можно взять любую опре-
деленную динамическую систему, порядок которой определяется количеством граничных
условий задачи терминального управления. Для построения соответствующего накры-
тия будем предполагать, что известно общее решение этой системы. С целью упрощения
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обозначений рассмотрим сначала случай m = 1, а потом обсудим обобщение приводимой
конструкции на случай m > 1.
Известно (см. § 7), что в случае m = 1 любая плоская система приводится к канониче-

скому виду

y(n) = v, (11.13)

а значит, граничные условия для плоской системы преобразуются в 2n условий вида

ỹ(tн) = ỹн, ỹ(tк) = ỹк, ỹ = (y, ẏ, . . . , y(n)). (11.14)

Следовательно, r–замыкание должно быть дифференциальным уравнением на y = y1 по-
рядка 2n. Из свойства инвариантности r–замыкания следует, что достаточно построить
r–замыкание для задачи терминального управления (11.13), (11.14).
Пусть y = χ(t, z1, . . . , z2n) — такая функция независимых переменных t, z1, . . . , z2n, что

матрица

(aij) =

(
∂iχ

∂ti−1∂zj

)
, i = 1, 2n, j = 1, 2n, (11.15)

невырождена в точке (tк, z̄0), z̄0 = (z1,0, . . . , z2n,0). Построим такое дифференциальное

уравнение порядка 2n, чтобы функция y = χ(t, z1, . . . , z2n) была его общим решением. По
теореме о неявной функции в некоторой окрестности точки (tк, z̄0) переменные z1, . . . , z2n

представляют собой функции от t, y, y(1), . . ., y(2n−1):

zi = Zi(t, y, y
(1), . . . , y(2n−1)), i = 1, 2n. (11.16)

Рассмотрим дифференциальное уравнение порядка 2n:

y(2n) =
∂2nχ

∂t2n

(
t, Z1(t, y, y

(1), . . . , y(2n−1)), . . . , Z2n(t, y, y
(1), . . . , y(2n−1))

)
, (11.17)

определенное в окрестности точки(
tк, y0 = χ(tк, z̄0), y

(1)
0 =

∂χ

∂t
(tк, z̄0), . . . , y

(2n−1)
0 =

∂2n−1χ

∂t2n−1
(tк, z̄0)

)
. (11.18)

По построению, для любого набора значений z1, . . . , z2n из окрестности точки z̄0 функция

y = χ(t, z1, . . . , z2n) есть решение уравнения (11.17), а функции (11.16) — первые интегралы

этого уравнения. Поэтому функции

p1 = χ
(
tк, Z1(t, y, y

(1), . . . , y(2n−1)), . . . , Z2n(t, y, y
(1), . . . , y(2n−1))

)
,

p2 =
∂χ

∂t

(
tк, Z1(t, y, y

(1), . . . , y(2n−1)), . . . , Z2n(t, y, y
(1), . . . , y(2n−1))

)
, (11.19)

. . .

pn =
∂n−1χ

∂tn−1

(
tк, Z1(t, y, y

(1), . . . , y(2n−1)), . . . , Z2n(t, y, y
(1), . . . , y(2n−1))

)
,

как функции первых интегралов (здесь tк — константа) также есть первые интегралы
уравнения (11.17). Следовательно, их производные в силу этого уравнения равны нулю:

ṗi = 0, i = 1, n. (11.20)

Функции (11.16) как первые интегралы уравнения (11.17) не зависят от t на его реше-
ниях. Поэтому

y(i−1)(tк) =
∂i−1χ

∂ti−1
(tк, z1, . . . , z2n) = pi(tк), i = 1, n. (11.21)
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Замечание 1. Как известно [1, §5.3], общее решение линейной системы дифференци-
альных уравнений с постоянными коэффициентами есть сумма частного решения и линей-
ной комбинации фундаментальной системы решений (ФСР) соответствующей однородной
системы. Выбрав в качестве функции χ(t, z1, . . . , z2n) такое выражение и обозначив через
z1, . . . , z2n коэффициенты линейной комбинации, получим систему линейных алгебраиче-
ских уравнений, связывающих y, y(1), . . . , y(2n−1) и z1, . . . , z2n. Матрица этой системы есть
матрица (11.15), совпадающая с матрицей Вронского ФСР. Как известно [1, §5.2], такая
матрица невырождена для всех t. Поэтому чтобы найти выражения (11.16), достаточно
обратную матрицу к (aij) умножить на столбец (y, y(1), . . . , y(2n−1))T .

Пример 11.1. В качестве χ(t, z1, . . . , z2n) возьмем функцию

y = z1 + z2(t− tк) + z3
(t− tк)

2

2!
+ . . .+ z2n

(t− tк)
2n−1

(2n− 1)!
.

Тогда матрица (11.15) верхнетреугольная с единицами на диагонали, а значит, невыро-
жденная во всех точках. Уравнения (11.13) имеет вид y(2n) = 0, выражения (11.16) на-
ходятся указанным в замечании 1 способом, формулы (11.19) также нетрудно выписать.
Применение метода накрытий дает решение в многочленах и совпадает с решением, по-
лученным известным методом (см. § 8).

Теорема 11.1. Пусть y = χ(t, z1, . . . , z2n) — такая функция, что матрица (11.15)
невырождена в точке (tк, z̄0), z̄0 = (z1,0, . . . , z2n,0). Тогда существует такое δ > 0, что при
tн ∈ (tк − δ, tк) существует такая окрестность V ⊂ Rn точки(

χ(tн, z̄0),
∂χ

∂t
(tн, z̄0), . . . ,

∂n−1χ

∂tn−1
(tн, z̄0)

)
,

что для любой точки (yн, y
(1)
н , . . . , y

(n−1)
н ) из V уравнение (11.17) есть r–замыкание задачи

терминального управления для уравнения (11.13) c граничными условиями

y(tн) = yн, y(1)(tн) = y
(1)
н , . . . , y(n−1)(tн) = y

(n−1)
н ,

y(tк) = y0, y(1)(tк) = y
(1)
0 , . . . , y(n−1)(tк) = y

(n−1)
0 ,

где числа y0, y
(1)
0 , . . . , y

(n−1)
0 определяются соотношениями (11.18).

Можно сформулировать два подхода к использованию конструкции r–замыкания (11.17)–
(11.20) и теоремы 11.1. При первом подходе терминальную задачу (11.6), (11.7) перефор-
мулируют в задачу (11.13), (11.14), решают ее с помощью r–замыкания (11.17), а потом
обратным переходом находят решение задачи (11.6), (11.7). При втором подходе исполь-
зуется свойство инвариантности r–замыкания. А именно, переходя в уравнении (11.17) от
переменных t, ỹ, v к переменным t, x, u получаем r–замыкание задачи (11.6), (11.7).
Для обобщения формул (11.15)–(11.21) и теоремы 11.1 на случай m > 1 заметим, что

на функцию yj (1 ≤ j ≤ m) налагается 2kj граничных условий (11.14). Поэтому r–
замыкание должно иметь порядок 2kj по переменной yj, j = 1,m. Общее решение такой
системы представляет собой такую векторную функцию yj = χj(t, z1, . . . , z2N), j = 1,m,
N = k1 + . . .+ km, которая определяет обратимую замену от переменных z̄ = (z1, . . . , z2N)

к переменным ỹ = (y1, ẏ1, . . . , y
(2k1−1)
1 , y2, . . . , y

(2km−1)
m ). Матрица (aij) представляет собой

матрицу Якоби этой замены. По аналогии с уравнением (11.17) r–замыкание для много-
мерного случая есть система

y
(2kj)
j =

∂2kjχj
∂t2kj

(t, z̄), j = 1,m,
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где z̄ следует выразить через t, ỹ, используя обратную замену переменных. Функции p1, . . .,
pN , которые определяют накрытие из этой системы в систему (11.20), по аналогии с (11.19)
есть функции

χ1(tк, z̄),
∂χ1

∂t
(tк, z̄), . . . ,

∂k1χ1

∂tk1
(tк, z̄), χ2(tк, z̄), . . . ,

∂kmχm
∂tkm

(tк, z̄).
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