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~islowye rqdy

lekciq 1.
oPREDELENIE 1. pARU ^ISLOWYH POSLEDOWATELXNOSTEJ {ak}k>1, {Sn}n>1 NAZYWA@T ^ISLOWYM RQDOM,
ESLI IH \LEMENTY QWLQ@TSQ WE]ESTWENNYMI ^ISLAMI I Sn = a1 + a2 + · · ·+ an, ∀ n > 1. pRI \TOM ak

NAZYWA@T k-YM ILI OB]IM ^LENOM RQDA, A Sn – n-OJ ^ASTNOJ SUMMOJ RQDA.
zAME^ANIE 1. ~ISLOWOJ RQD {ak}k>1, {Sn}n>1 ^ASTO NAZYWA@T RQDOM S OB]IM ^LENOM ak ILI

PROSTO RQDOM {ak}k>1, A INOGDA RQDOM
∞∑

k=1

ak.

pRIMER 1. ak = 1/k – OB]IJ ^LEN GARMONI^ESKOGO RQDA
∞∑

k=1

1

k
= 1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

k
+ · · ·

oPREDELENIE 2. ~ISLOWOJ RQD {ak}k>1 NAZYWA@T SHODQ]IMSQ, ESLI ∃ lim
n→∞

Sn = S I |S| < ∞. pRI

\TOM ^ISLO S NAZYWA@T SUMMOJ SHODQ]EGOSQ ^ISLOWOGO RQDA {ak}k>1 I PI[UT S =
∞∑

n=1

ak.

zAME^ANIE 2. ~ISLOWOJ RQD {ak}k>1 NAZYWA@T RASHODQ]IMSQ, ESLI @ lim
n→∞

Sn ILI ∃ lim
n→∞

Sn = ±∞.

zAME^ANIE 3. wELI^INU Rn
4
= an+1 +an+2 + . . . NAZYWA@T n-YM OSTATKOM ^ISLOWOGO RQDA {ak}k>1.

pRI \TOM, ESLI S
4
=

∞∑
k=1

ak – SUMMA ^ISLOWOGO RQDA {ak}k>1, A ONA MOVET BYTX RAWNOJ ±∞ ILI NE

SU]ESTWOWATX, TO S = Sn + Rn. eSLI VE ^ISLOWOJ RQD {ak}k>1 SHODITSQ, TO ∃ lim
n→∞

Sn = S I |S| <∞,

T.E. ∃ lim
n→∞

Rn = lim
n→∞

(S − Sn) = S − lim
n→∞

Sn = S − S = 0.

tEOREMA 1. (nEOBHODIMYJ PRIZNAK SHODIMOSTI). eSLI ^ISLOWOJ RQD {ak}k>1 SHODITSQ, TO

∃ lim
n→∞

ak = 0.

dOKAZATELXSTWO. pO USLOWI@ ∃ lim
n→∞

Sn = S I |S| < ∞. a TAK KAK an = Sn − Sn−1, TO

∃ lim
n→∞

an = lim
n→∞

(Sn − Sn−1) = lim
n→∞

Sn − lim
n→∞

Sn−1 = S − S = 0.

pRIMER 2. rASSMOTRIM GARMONI^ESKIJ RQD S OB]IM ^LENOM ak = 1/k. ∃ lim
n→∞

ak = 0, T.E. NEOBHO-

DIMYJ PRIZNAK IMEET MESTO I RQD MOVET SHODITXSQ. rASSMOTRIM ^ASTNU@ SUMMU

S2n+1 = 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

2n+1
≡ 1 +

1

2
+

(
1

3
+

1

4

)
+

(
1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8

)
+ · · ·+

+

(
1

2n + 1
+

1

2n + 2
+ · · ·+ 1

2n + 2n

)
> 1 +

1

2
+

2

22
+

22

23
+ · · ·+ 2n

2n+1
= 1 +

n+ 1

2
.

tAKIM OBRAZOM lim
n→∞

S2n+1 > lim
n→∞

(
1 +

n+ 1

2

)
= ∞ I RASSMATRIWAEMYJ RQD RASHODITSQ.

pRIMER 3. rASSMOTRIM ^ISLOWOJ RQD S OB]IM ^LENOM ak = α0q
k, GDE k > 0, A α0 I q – NENULEWYE

KONE^NYE FIKSIROWANNYE ^ISLA. w \TOM SLU^AE IMEEM:
(|q| < 1) =⇒ (∃ lim

k→∞
ak = 0) I RQD MOVET SHODITXSQ;

(q = +1) =⇒ (∃ lim ak = α0 6= 0) I RQD RASHODITSQ;

(q > +1) =⇒ (∃ lim ak = +∞) I RQD RASHODITSQ;

(q 6 −1) =⇒ (@ lim ak) I RQD RASHODITSQ.

eSLI |q| < 1, TO Sn = α0(1 + q + . . . + qn) = α0(1 − qn+1)/(1 − q) I, KAK SLEDSTWIE, ∃ lim
n→∞

Sn =
α0

1− q
.

tAKIM OBRAZOM RASSMATRIWAEMYJ ^ISLOWOJ RQD SHODITSQ.

1
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tEOREMA 2. eSLI {ak}k>1 I {bk}k>1 – SHODQ]IESQ ^ISLOWYE RQDY, A Sa I Sb – IH SUMMY SOOTWET-
STWENNO, TO DLQ L@BYH KONE^NYH λ, µ,∈ R1 ^ISLOWOJ RQD {λ ak + µ bk}k>1 QWLQETSQ SHODQ]IMSQ I

(λSa + µSb) – EGO SUMMA.

dOKAZATELXSTWO. sOGLASNO USLOWI@ ∃ lim
n→∞

n∑
k=1

ak = Sa I ∃ lim
n→∞

n∑
k=1

bk = Sb. pRI

\TOM |Sa| < ∞ I |Sb| < ∞. tAKIM OBRAZOM, PRI |λ| < ∞ I |µ| < ∞

∃ lim
n→∞

n∑
k=1

(λak+µbk) = λ lim
n→∞

n∑
k=1

ak+µ lim
n→∞

n∑
k=1

bk = λSa+µSb. a T.K. |λSa+µSb| 6 |λ||Sa|+|µ||Sb| <∞,

TO TEOREMA DOKAZANA POLNOSTX@.

sLEDSTWIE IZ TEOREMY 2. lINEJNAQ KOMBINACIQ SHODQ]EGOSQ I RASHODQ]EGOSQ ^ISLOWYH RQDOW –
RASHODQ]IJSQ ^ISLOWOJ RQD.

pREDWARITELXNYE RASSUVDENIQ.

1. RN
4
= S − SN = aN+1 + aN+2 + . . . + aN+k + . . ., T.E. N -YJ OSTATOK ^ISLOWOGO RQDA {ak}k>1

MOVNO RASSMATRIWATX KAK SUMMU ^ISLOWOGO RQDA S OB]IM ^LENOM aN+k, GDE N – FIKSIROWANNOE CELOE
POLOVITELXNOE ^ISLO. dLQ \TOGO ^ISLOWOGO RQDA {aN+k}k>1 MOVNO RASSMATRIWATX ^ASTNYE SUMMY I

OSTATKI.
2. pUSTX N - FIKSIROWANO. rASSMOTRIM ^ASTNU@ SUMMU SN+p ≡ SN + (aN+1 + . . . + aN+p). SN –

KONE^NOE ^ISLO, A σN
p

4
= (aN+1 + . . . + aN+p) – p-AQ ^ASTNAQ SUMMA ^ISLOWOGO RQDA {aN+k}k>1, TO ESTX

p-AQ ^ASTNAQ SUMMA N -GO OSTATKA ISHODNOGO RQDA. tAKIM OBRAZOM, SN+p = SN + σN
p I KONE^NYE

PREDELY PRI p → +∞ DLQ SN+p I σ
N
p LIBO ODNOWREMENNO SU]ESTWU@T, LIBO NET. oTS@DA WYTEKAET

SLEDU@]AQ TEOREMA.

tEOREMA 3. l@BOJ ^ISLOWOJ RQD SHODITSQ ILI RASHODITSQ ODNOWREMENNO S L@BYM SWOIM OSTATKOM.

sLEDSTWIE IZ TEOREMY 3. pUSTX ^ISLOWOJ RQD {bj}j>1 POLU^EN IZ ^ISLOWOGO RQDA {ak}k>1 PUTEM

(α) ZAMENY W NEM KONE^NOGO ^ISLA \LEMENTOW NOWYMI;
(β) OTBRASYWANIQ ILI PRIPISYWANIQ KONE^NOGO ^ISLA \LEMENTOW;
(γ) PERESTANOWKI W NEM KONE^NOGO ^ISLA \LEMENTOW.
w \TOM SLU^AE ^ISLOWYE RQDY {bj}j>1 I {ak}k>1 SHODQTSQ ILI RASHODQTSQ ODNOWREMENNO.

zNAKOPOLOVITELXNYE ^ISLOWYE RQDY

eSLI ak > 0;∀ k > 1, TO Sn = Sn−1 + an > Sn−1 I POSLEDOWATELXNOSTX ^ASTNYH SUMM ZNAKO-
POLOVITELXNOGO ^ISLOWOGO RQDA {ak}k>1 QWLQETSQ MONOTONNO WOZRASTA@]EJ. a TAK KAK MONOTONNO

WOZRASTA@]AQ ^ISLOWAQ POSLEDOWATELXNOSTX MOVET IMETX KONE^NYJ PREDEL LI[X W SLU^AE SWOEJ OGRA-
NI^ENNOSTI, TO IMEET MESTO SLEDU@]AQ TEOREMA.

tEOREMA 1. zNAKOPOLOVITELXNYJ ^ISLOWOJ RQD SHODITSQ TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA MONOTONNO
WOZRASTA@]AQ POSLEDOWATELXNOSTX EGO ^ASTNYH SUMM OGRANI^ENA SWERHU.

iNTEGRALXNYJ PRIZNAK kO[I. eSLI, NA^INAQ S NEKOTOROGO NOMERA N , ^LENY ZNAKOPOLO-
VITELXNOGO ^ISLOWOGO RQDA {ak}k>1 MOGUT BYTX PREDSTAWLENY KAK ZNA^ENIQ NEKOTOROJ NEPRE-
RYWNOJ, POLOVITELXNOJ, MONOTONNO UBYWA@]EJ FUNKCII f(x) : ak = f(k);∀ k > N , TO

ISHODNYJ RQD SHODITSQ ILI RASHODITSQ ODNOWREMENNO S NESOBSTWENNYM INTEGRALOM

∞∫
N

f(x)dx.

2
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aN

aN+1

aN+2

aN+k

N N + 1 N + 2 N + k

x

f(x)

rIS.30

dOKAZATELXSTWO. pUSTX WYPOLNENY USLOWIQ TEOREMY. tOGDA IZ SWOJSTW PLO]ADEJ OB_EMLEMYH
I OB_EML@]IH PLOSKIH FIGUR SLEDUET (SM. RIS. 30):

σk
N+1

4
= aN+1 + . . .+ aN+k <

N+k∫
N

f(x)dx < aN + σk−1
N+1 ≡ aN + aN+1 + . . .+ aN+k−1,

GDE σm
N+1 - m-AQ ^ASTNAQ SUMMA OSTATKA RN+1 ISHODNOGO RQDA.

(α). pUSTX RASSMATRIWAEMYJ INTEGRAL SHODITSQ. tOGDA σk
N+1 <

N+k∫
N

f(x)dx <

∞∫
N

f(x)dx <∞, ∀ k > 1

I, SOGLASNO TEOREME 1 I TEOREME OB OSTATKAH, ISHODNYJ RQD SHODITSQ.

(β). pUSTX RASSMATRIWAEMYJ INTEGRAL RASHODITSQ. nO TOGDA IZ NERAWENSTWA

N+k∫
N

f(x)dx < aN +σk
N+1,

SPRAWEDLIWOGO ∀ k > 1 SLEDUET MONOTONNOE NEOGRANI^ENNOE WOZRASTANIE ZNAKOPOLOVITELXNOJ ^ISLO-
WOJ POSLEDOWATELXNOSTI {σk

N+1}k>1, T.E. RASHODIMOSTX OSTATKA RN+1 I, KAK SLEDSTWIE (SM. TEOREMU
OB OSTATKAH), RASHODIMOSTX ISHODNOGO RQDA.

(γ). pUSTX SHODITSQ ISHODNYJ ^ISLOWOJ RQD. tOGDA ODNOWREMENNO S NIM SHODQTSQ I WSE EGO OSTATKI,

T.E. aN +σk−1
N+1 6 b <∞, I, KAK SLEDSTWIE, IME@T MESTO NERAWENSTWA

N+k∫
N

f(x)dx < aN +σk−1
N+1 < b <∞,

IZ KOTORYH I SLEDUET SHODIMOSTX RASSMATRIWAEMOGO NESOBSTWENNOGO INTEGRALA.

(δ). pUSTX ISHODNYJ ^ISLOWOJ RQD RASHODITSQ. tOGDA σk
N+1 → ∞ PRI k → ∞ I IZ NERAWENSTWA

σk
N+1 <

N+k∫
N

f(x)dx SLEDUET RASHODIMOSTX RASSMATRIWAEMOGO NESOBSTWENNOGO INTEGRALA.

pRIMER 1. pUSTX ak =
1

kλ
, ∀ k > 1. pRI λ = 1 IMEEM RASHODQ]IJSQ GARMONI^ESKIJ RQD,

A PRI λ 6 0 ^ISLOWOJ RQD {ak}k>1 RASHODITSQ PO NEOBHODIMOMU PRIZNAKU. rASSMOTRIM SLU^AJ

(λ > 0) ∧ (λ 6= 1):
∞∫

1

dx

xλ
=

x1−λ

1− λ

∣∣∣∞
1

– SHODITSQ PRI λ > 1 I RASHODITSQ PRI 0 < λ < 1.

tAKIM OBRAZOM ZNAKOPOLOVITELXNYJ ^ISLOWOJ RQD

{
1

kλ

}
k>1

SHODITSQ PRI λ > 1 I RASHODITSQ PRI

λ 6 1.

pRIMER 2. pUSTX ak =
1

k(ln k)µ
, GDE k > 2. w \TOM SLU^AE

∞∫
2

dx

x(ln x)µ
=

∞∫
2

d lnx

(lnx)µ
=
{
y = ln x

}
=

∞∫
ln 2

dy

yµ
.

tAKIM OBRAZOM (SM. PRIMER 1) ZNAKOPOLOVITELXNYJ ^ISLOWOJ RQD

{
1

k(ln k)µ

}
k>2

SHODITSQ PRI

3
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µ > 1 I RASHODITSQ PRI µ 6 1.

pRIZNAK SRAWNENIQ. pUSTX {an}n>1 I {bn}n>1 – DWA ZNAKOPOLOVITELXNYH ^ISLOWYH RQDA I

∃ N > 1 : ∀ n > N an > bn. w \TOM SLU^AE IZ SHODIMOSTI RQDA {an}n>1 SLEDUET SHODIMOSTX

RQDA {bn}n>1, A IZ RASHODIMOSTI RQDA {bn}n>1 SLEDUET RASHODIMOSTX RQDA {an}n>1.

dOKAZATELXSTWO. pO USLOWI@ ∀ p > 1 IMEEM

N+p∑
k=N

ak >
N+p∑
k=N

bk.

α). eSLI ZNAKOPOLOVITELXNYJ ^ISLOWOJ RQD {an}n>1 – SHODITSQ, TO

N+p∑
k=N

bk 6
N+p∑
k=N

ak <

∞∑
k=N

< ∞.

tAKIM OBRAZOM, POSLEDOWATELXNOSTX ^ASTNYH SUMM DLQ ZNAKOPOLOVITELXNOGO ^ISLOWOGO RQDA {bk}n>1,
MONOTONNO WOZRASTAQ, OGRANI^ENA SWERHU, T.E. ONA IMEET KONE^NYJ PREDEL I RQD {bk}k>1 – SHODITSQ.

β). eSLI RQD {bn}n>1 RASHODITSQ, TO

N+p∑
k=N

ak >
N+p∑
k=N

bk →∞ I RQD {an}n>1 – RASHODITSQ.

pRIMER 1. bn =
1

n2
sin2 n 6

1

n2
= an. rQD {an}n>1 SHODITSQ KAK RQD

{
1

kλ

}
k>1

PRI λ = 2 > 1, T.E.

I RQD {bn}n>1 SHODITSQ.

zAME^ANIE K PRIZNAKU SRAWNENIQ. eSLI ∃ lim
n→∞

an

bn
= q ∈ (0;∞), TO RQDY {an}n>1 I {bn}n>1

SHODQTSQ ILI RASHODQTSQ ODNOWREMENNO.

dOKAZATELXSTWO. kAK IZWESTNO IH KURSA MATEMATI^ESKOGO ANALIZA(
∃ lim

n→∞

an

bn
= q ∈ (0;∞)

)
⇐⇒

(
(∀ ε > 0)(∃ N(ε) > 0) : (n > N(ε)

)
=⇒

(
|an/bn − q| < ε

)
. pOLAGAEM

ε = q/2. tOGDA ∀ n > N(q/2) IMEEM:(∣∣∣∣an

bn
− q

∣∣∣∣ < q

2

)
⇐⇒

(
q

2
<
an

bn
<

3q

2

)
⇐⇒

{
an < 1, 5q bn (∗)
an > 0, 5q bn (∗∗)

}
T.E.

SOGLASNO (*) IZ SHODIMOSTI RQDA {bn}n>1 SLEDUET SHODIMOSTX RQDA {an}n>1, A IZ RASHODIMOSTI RQDA
{an}n>1 SLEDUET RASHODIMOSTX RQDA {bn}n>1;

SOGLASNO (**) IZ SHODIMOSTI RQDA {an}n>1 SLEDUET SHODIMOSTX RQDA {bn}n>1, A IZ RASHODIMOSTI RQDA
{bn}n>1 SLEDUET RASHODIMOSTX RQDA {an}n>1.

pRIMER 2. rQD S OB]IM ^LENOM an =

(
1− cos

1

n

)
= 2n sin2 1

n
RASHODITSQ, T.K. RQD S OB]IM

^LENOM bn =
1

n
RASHODITSQ I lim

n→∞
an/bn = lim

n→∞
2n2 sin2 1

n
= 2 ∈ (0;∞).

pRIZNAK DE′aLAMBERA. eSLI SU]ESTWUET N > 1 I DLQ L@BOGO n > N IMEET MESTO NERAWEN-
STWO an+1/an 6 q < 1, TO ZNAKOPOLOVITELXNYJ ^ISLOWOJ RQD {ak}k>1 SHODITSQ I RASHODITSQ, ESLI
an+1/an > q > 1.

dOKAZATELXSTWO.

(α). eSLI ∀ n > N > 1 IMEET MESTO NERAWENSTWO an+1/an 6 q < 1, TO

aN+1 6 q aN , aN+2 6 q aN+1 6 q2 aN , . . . , aN+p 6 qp · aN . a TAK KAK aN − const I 0 < q < 1, TO
RASSMATRIWAEMYJ ^ISLOWOJ RQD {ak}k>1 SHODITSQ PO PRIZNAKU SRAWNENIQ SO SHODQ]EJSQ GEOMETRI^E-
SKOJ PROGRESSIEJ.

(β). eSLI q > 1, aN+p > qp aN I RQD RASHODITSQ PO PRIZNAKU SRAWNENIQ S RASHODQ]EJSQ GEOMETRI^E-
SKOJ PROGRESSIEJ.

zAME^ANIE K PRIZNAKU DE′aLAMBERA. eSLI ∃ lim
n→∞

an+1

an

= q I q < 1, TO RQD {ak}k>1 SHODITSQ; ESLI

q > 1, TO RQD RASHODITSQ; ESLI VE q = 1, TO NEOBHODIMY DOPOLNITELXNYE ISSLEDOWANIQ.

4
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dOKAZATELXSTWO.(

∃ lim
n→∞

an+1

an

= 1

)
⇐⇒

(
(∀ ε > 0)(∃N(ε) > 0) : (n > N(ε)) =⇒

∣∣∣∣an+1

an

− q

∣∣∣∣ < ε

)
⇐⇒

⇐⇒ (q − ε < an+1/an < q + ε).

eSLI 0 < q < 1, TO WYBIRAEM ε = (1− q)/2. tOGDA an+1/an < (q + 1)/2 < 1 I RQD {ak}k>1 SHODITSQ PO

PRIZNAKU DE′aLAMBERA.
eSLI q > 1, TO WYBIRAEM ε = (q − 1)/2. tOGDA an+1/an > (q + 1)/2 > 1 I RQD {ak}k≥1 RASHODITSQ PO

PRIZNAKU DE′aLAMBERA.

pRIMER 3.

(
an =

3n · n!

nn

)
⇒
(
an+1 =

3n+1(n+ 1)!

(n+ 1)n+1

)
⇒
(

lim
n→∞

an+1

an

= lim
n→∞

3n+1 · n! · (n+ 1)

(n+ 1)n+1
×

× nn

3n · n!
= lim

n→∞

3nn

(n+ 1)n
≡ 3 lim

n→∞
1
/(

1 +
1

n

)n

=
2

e
> 1

)
I RQD {an}n>1 RASHODITSQ.

pRIZNAK kO[I (S RADIKALOM). eSLI SU]ESTWUET N > 1 TAKOJ, ^TO DLQ L@BOGO n > N IMEET

MESTO NERAWENSTWO n
√
an 6 q < 1, TO RQD {an}n>1 SHODITSQ, ESLI n

√
an > q > 1, TO ISHODNYJ RQD

RASHODITSQ.

dOKAZATELXSTWO. sLEDUET IZ O^EWIDNYH NERAWENSTW: (α) an 6 qn, GDE I q < 1; (β) an > qn, GDE
q > 1 I PRIZNAKOW SRAWNENIQ.

zAME^ANIE K PRIZNAKU kO[I (S RADIKALOM). eSLI ∃ lim
n→∞

n
√
an = q, TO PRI q < 1 RQD {an}n>1

SHODITSQ I RASHODITSQ PRI q > 1.

dOKAZATELXSTWO.
(
∃ lim

n→∞
n
√
an = q

)
⇐⇒

(
(∀ε > 0)(∃N(ε) > 0) : n > N(ε) ⇒ | n

√
an−q| < ε

)
⇐⇒

⇐⇒
(
(q − ε)n < an < (q + ε)n

)
– DALXNEJ[EE KAK I PRI DOKAZATELXSTWE ZAME^ANIQ K PRIZNAKU

DE′aLAMBERA.

pRIMER 4.
(
an =

nn

(3n+ 4)n/2

)
⇒ lim

n→∞
n
√
an = lim

n→∞

n√
3n+ 4

= ∞ I RQD {an}n>1 RASHODITSQ.

zNAKOPEREMENNYE ^ISLOWYE RQDY – RQDY, \LEMENTAMI KOTORYH QWLQ@TSQ WE]ESTWENNYE ^ISLA,
IME@]IE L@BOJ ZNAK. eSLI \LEMENTY RQDA POSLEDOWATELXNO IZMENQ@T ZNAK, TO RQD NAZYWA@T ZNAKO-
^EREDU@]IMSQ.

tEOREMA lEJBNICA. eSLI a1 > a2 > . . . > ak > ak+1 > . . . > 0 I lim
n→∞

an = 0, TO ZNAKO^EREDU@]IJSQ

^ISLOWOJ RQD {(−1)k+1ak}k>1 SHODITSQ I EGO SUMMA S < a1.

dOKAZATELXSTWO. S2n =
2n∑

k=1

(−1)kak ≡ (a1−a2)+(a3−a4)+ . . .+(a2n−1−a2n) > 0, T.K. a2k−1 > a2k.

tAKIM OBRAZOM POSLEDOWATELXNOSTX {S2n} QWLQETSQ ZNAKOPOLOVITELXNOJ I MONOTONNO WOZRASTAET.
pRI \TOM S2n ≡ a1 − (a2 − a3) − (a4 − a5) − . . . − (a2n−2 − 22n−1) − a2n < a1, T.K. a2k > a2k+1. tAKIM
OBRAZOM ∃ lim

n→∞
S2n = S < a1.

s DRUGOJ STORONY S2n+1 = S2n + a2n+1 I ∃ lim
n→∞

a2n+1 = 0, T.E. ∃ lim
n→∞

S2n+1 = lim
n→∞

S2n = S < a1.

pRIMER 5. zNAKO^EREDU@]IJSQ ^ISLOWOJ RQD S OB]IM ^LENOM an =
(−1)n+1

n
SHODITSQ, T.K.

lim
n→∞

|an| = lim
n→∞

1
n

= 0 I |an| =
1

n
>

1

n+ 1
= |an+1|.

oPREDELENIE. zNAKOPEREMENNYJ ^ISLOWOJ RQD {bn}n>1 NAZYWA@T ABSOL@TNO SHODQ]IMSQ, ESLI SHO-
DITSQ ZNAKOPOLOVITELXNOJ ^ISLOWOJ RQD {|bn|}n>1. pRI \TOM, ESLI RQD {|bn|}n>1 RASHODITSQ, A RQD
{bn}n>1 SHODITSQ, TO GOWORQT, ^TO ISHODNYJ ^ISLOWOJ RQD {|bn|}n>1 SHODITSQ ”USLOWNO”.

pRIMER 6.
(α) zNAKO^EREDU@]IJSQ ^ISLOWOJ RQD S OB]IM ^LENOM an = (−1)n

/
n SHODITSQ ”USLOWNO”, T.K. ON

5



ÌÃÒÓ ÌÃÒÓ ÌÃÒÓÔÍ-12 ÔÍ-12
ÌÃÒÓÌÃÒÓÌÃÒÓ ÔÍ-12ÔÍ-12

Ì
Ã
Ò

Ó
Ì

Ã
Ò

Ó
Ì

Ã
Ò

Ó
Ô

Í
-1

2
Ô

Í
-1

2
Ô

Í
-1

2
Ô

Í
-1

2
Ì

Ã
Ò

Ó
Ì

Ã
Ò

Ó
Ì

Ã
Ò

Ó
Ô

Í
-1

2
Ô

Í
-1

2
Ô

Í
-1

2
Ô

Í
-1

2
SHODITSQ, A ZNAKOPOLOVITELXNYJ ^ISLOWOJ RQD {1/n}n>1 RASHODITSQ.
(β) zNAKO^EREDU@]IJSQ ^ISLOWOJ RQD S OB]IM ^LENOM an = (−1)n

/
n2 SHODITSQ ABSOL@TNO, T.K.

SHODITSQ ZNAKOPOLOVITELXNYJ ^ISLOWOJ RQD {1/n2}n>1.

o STRUKTURE ABSOL@TNO I USLOWNO SHODQ]IHSQ RADOW.

pUSTX {ak}k>1 – ZNAKOPEREMENNYJ ^ISLOWOJ RQD. dALEE RASSMOTRIM ^ISLOWYE RQDY, PREDSTAWLEN-
NYE SWOIMI OB]IMI ^LENAMI:
(I) an ; (II) |an| ;

(III) bn
4
=

1

2
{|an|+ an} ≡

{
an ; an > 0
0 ; an < 0

}
;

(IV ) cn
4
=

1

2
{|an| − an} ≡

{
0 ; an > 0
|an| ; an < 0

}
.

pRI \TOM

(A) an = bn − cn I |an| = bn + cn ;
(b) bn 6 |an| I cn 6 |an|.

eSLI RQD {|an|}n>1 SHODITSQ, TO, PO PRIZNAKU SRAWNENIQ, SOGLASNO (b), SHODQTSQ ZNAKOPOLOVI-
TELXNYE ^ISLOWYE RQDY {bn}n>1, {cn}n>1 I, SOGLASNO (a), SHODITSQ RQD {an}n>1 KAK IH LINEJNAQ

KOMBINACIQ. tAKIM OBRAZOM ABSOL@TNO SHODQ]IJSQ ^ISLOWOJ RQD – SHODITSQ.
eSLI ODNOWREMENNO SHODQTSQ RQDY {cn}n>1 I {bn}n>1, TO, SOGLASNO (a), SHODQTSQ I RQDY {an}n>1 I

{|an|}n>1.
eSLI RQD {an}n>1 – SHODITSQ, A RQD {|an|}n>1 – RASHODITSQ, TO RQDY {bn}n>1 I {cn}n>1 NE MOGUT

SHODITXSQ ODNOWREMENNO, A MOGUT LI[X ODNOWREMENNO RASHODITXSQ.
eSLI RQD {bn}n>1 – SHODITSQ, A RQD {an}n>1 – RASHODITSQ ILI NAOBOROT, TO RASHODQTSQ I ^ISLOWYE

RQDY {an}n>1 I {|an|}n>1.

pRIMER 7. S = 1 − (2/3)2 − (3/5)3 + (4/7)4 + (5/9)5 + . . . + (−1)
n(n+1)

2 · (n/(2n − 1))n + . . . – NE

QWLQETSQ ZNAKO^EREDU@]IMSQ I TEOREMU lEJBNICA ISPOLXZOWATX NELXZQ. nO

∃ lim
n→∞

n
√
|an| = lim

n→∞

n

2n− 1
=

1

2
< 1, T.E. ISHODNYJ RQD SHODITSQ ABSOL@TNO.

pRIMER 8. S = 1− 1

5
+

1

2
− 1

52
+ . . .+

1

n
− 1

5n
+ . . . – NARU[AETSQ USLOWIE MONOTONNOSTI

|an| > |an+1|, ∀ n > 1, T.E. TEOREMU lEJBNICA ISPOLXZOWATX NELXZQ. nO

^ISLOWOJ RQD S OB]IM ^LENOM a2k−1 =
1

k
− RASHODITSQ

^ISLOWOJ RQD S OB]IM ^LENOM a2k = − 1

5n
− SHODITSQ

 – ISHODNYJ RQD RASHODITSQ PO TEOREME

O STRUKTURE ABSOL@TNO I USLOWNO SHODQ]IHSQ RQDOW.

tEOREMA 1. lINEJNAQ KOMBINACIQ ABSOL@TNO SHODQ]IHSQ ^ISLOWYH RQDOW {ak}k>1 I {bk}k>1 – ABSO-
L@TNO SHODQ]IJSQ ^ISLOWOJ RQD.

dOKAZATELXSTWO SLEDUET IZ O^EWIDNOGO NERAWENSTWA |λ ak + µ bk| 6 |λ| · |ak|+ |µ| · |bk| I PRIZNAKA
SRAWNENIQ.

tEOREMA 2. sUMMA ABSOL@TNO SHODQ]EGOSQ ^ISLOWOGO RQDA NE IZMENITSQ NI PRI KAKOJ PERESTANOWKE
EGO \LEMENTOW (SUMMA NE ZAWISIT OT SPOSOBA SUMMIROWANIQ).

dOKAZATELXSTWO SLEDUET IZ TEOREMY O STRUKTURE ABSOL@TNO I USLOWNO SHODQ]IHSQ RQDOW.

~ISLOWYE RQDY W C

oPREDELENIE. pREDELOM KOMPLEKSNOJ ^ISLOWOJ POSLEDOWATELXNOSTI {zk} NAZYWA@T KOMPLEKSNOE

^ISLO z I PI[UT lim
k→∞

zk = z, ESLI DLQ L@BOGO ε > 0 SU]ESTWUET N(ε) > 1 TAKOE, ^TO DLQ L@BOGO

n > N(ε) IMEET MESTO NERAWENSTWO |zn − z| < ε.

6
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zAME^ANIE 1. pUSTX zk = xk + iyk, ∀ k > 0. tOGDA O^EWIDNY NERAWENSTWA:{
|xk − x0|
|yk − y0|

}
6
√

(xk − x0)2 + (yk − y0)2 = |zk−z0| 6 |xk−x0|+ |yk−y0|, IZ KOTORYH NEPOSREDSTWENNO

WYTEKAET SLEDU@]EE UTWERVDENIE: {∃ lim
n→∞

zk = z0} ⇐⇒ {∃ lim
→∞

xn = x0} ∧ {∃ lim
n→∞

yk = y0}.

zAME^ANIE 2. eSLI zk = xk + iyk - OB]IJ ^LEN KOMPLEKSNOGO ^ISLOWOGO RQDA {zk}k>1 S ^ASTNOJ

SUMMOJ Sn = z1 + . . . + zn, n > 1 I Sx
n

4
=

n∑
k=1

xk, S
y
n =

n∑
k=1

yk - n-YE ^ASTNYE SUMMY WE]ESTWENNYH

^ISLOWYH RQDOW {xk}k>1 I {yk}k>1 SOOTWETSTWENNO, TO Sn = Sx
n + iSy

n. pO\TOMU, SOGLASNO ZAME^ANI@
1 I OPREDELENI@ SHODQ]EGOSQ ^ISLOWOGO RQDA, MOVNO UTWERVDATX, ^TO KOMPLEKSNYJ ^ISLOWOJ RQD

{zk}k>1 SHODITSQ TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA ODNOWREMENNO SHODQTSQ WE]ESTWENNYE ^ISLOWYE RQDY
{xk}k>1 I {yk}k>1.

pRIMER 1. kOMPLEKSNYJ ^ISLOWOJ RQD S OB]IM ^LENOM zk =
k3 + ik3 + 1

k2(k3 + 1)
=

1

k2
+i

k

k3 + 1
SHODITSQ,

T.K. ODNOWREMENNO SHODQTSQ WE]ESTWENNYE ^ISLOWYE RQDY S OB]IMI ^LENAMI xk = Re zk =
1

k2
I

yk = Im zk =
k

k3 + 1
∼ 1

k2
.

zAME^ANIE 3. tAK KAK
|xk| 6 |zk| 6 |xk|+ |yk| ;
|yk| 6 |zk| 6 |xk|+ |yk|

, TO KOMPLEKSNYJ ^ISLOWOJ RQD {zk}k>1 SHODITSQ

ABSOL@TNO, T.E. SHODITSQ ZNAKOPOLOVITELXNYJ ^ISLOWOJ RQD {|zk|}k>1 , TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA
ABSOL@TNO SHODQTSQ WE]ESTWENNYE ^ISLOWYE RQDY {xk}k>1 I {yk}k>1.

pRIMER 2. kOMPLEKSNYJ ^ISLOWOJ RQD S OB]IM ^LENOM

zk =
ik√
k

=

{
(−1)n

/√
2n ; k = 2n

i(−1)n
/√

2n+ 1 ; k = 2n+ 1

}
SHODITSQ USLOWNO.

pRIMER 3. eSLI zk = (k+ i)k
/
(2k− i)k, TO ∃ lim

k→∞
n
√
|zn| = lim

n→∞

|n+ i|
|2n− i|

= lim
n→∞

√
n2 + 1

4n2 + 1
=

1

2
< 1

I RQD {zk}k>1 SHODITSQ ABSOL@TNO.

funkcionalxnye rqdy

oPREDELENIE 1. pUSTX ak = ak(x), ∀ k > 1 – SKALQRNAQ FUNKCIQ, OPREDELENNAQ NA NEKOTOROM

MNOVESTWE Ω. tOGDA {ak(x)}k>1 - FUNKCIONALXNYJ RQD S OB]IM ^LENOM ak(x), x ∈ Ω. pRI \TOM

SOWOKUPNOSTX ZNA^ENIJ ARGUMENTA, PRI KAVDOM IZ KOTORYH SOOTWETSTWU@]IJ ^ISLOWOJ RQD SHODITSQ,
NAZYWA@T OBLASTX@ D SHODIMOSTI ISHODNOGO FUNKCIONALXNOGO RQDA.

pRIMER 1. pUSTX Ω = R1 I OB]IJ ^LEN RASSMATRIWAEMOGO FUNKCIONALXNOGO RQDA

ak(x)
4
= (x+1)k

/
k , ∀k > 1. eSLI |x+1| > 1, TO ESTX (x > 0)∧(x < −2), TO RASSMATRIWAEMYJ RQD RAS-

HODITSQ PO NEOBHODIMOMU PRIZNAKU; ESLI |x+1| < 1, TO |ak(x)| = |x+1|k
/
k < |x+1|k I RQD {|ak(x)|}k>1

SHODITSQ PO PRIZNAKU SRAWNENIQ SO SHODQ]EJSQ GEOMETRI^ESKOJ PROGRESSIEJ, T.E. PRI x ∈ (−2; 0) IS-
HODNYJ RQD SHODITSQ ABSOL@TNO; ^ISLOWOJ RQD S OB]IM ^LENOM ak(0) = 1/k RASHODITSQ, A ^ISLOWOJ
RQD S OB]IM ^LENOM ak(−2) = (−1)k/k SHODITSQ USLOWNO. tAKOM OBRAZOM D = {x : −1 6 x < 0}.
oPREDELENIE 2. gOWORQT, ^TO FUNKCIONALXNYJ RQD {ak(x)k>1 SHODITSQ RAWNOMERNO NA MNOVESTWE

M ⊂ D ⊂ Ω, ESLI (∀ ε > 0) (∃ N(ε) > 1) : |S(x) − Sn(x)| < ε, (∀ n > N(ε)) ∧ (∀ x ∈ M).
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S(x) + ε

S(x)
Sn(x)

S(x)− ε

x

y

0 rIS.30A

pRIMER 2. pUSTX Ω = {x ∈ R1 : 0 6 x 6 1}; ak(x)
4
=

{
x ; k = 1
xn − xn−1 ; k > 1

}
.

Sn(x) = x + (x2 − x) + (x3 − x2) + . . . + (xn − xn−1) = xn ≡


0 ; x = 0
xn ; 0 < x < 1
1 ;x = 1


I ∃ lim

n→∞
Sn(x) = S(x) ≡

{
0 ; 0 6 x < 1
1 ; x = 1

. nO TOGDA

|S(x) − Sn(x)| =

{
|x|n ; 0 < x < 1
0 ; x = 1 I x = 0

}
< ε ⇒ (|x|n < ε) ⇒

(
n > ln ε/ ln |x| ≡ N(ε, x)

)
,

T.E ISHODNYJ RQD SHODITSQ, NO NE RAWNOMERNO.

pRIZNAK wEJER[TRASSA. eSLI NA MNOVESTWE M ⊂ D DLQ FUNKCIONALXNOGO RQDA {ak(x)}k>1

SU]ESTWUET MAVORANTA {bk}k>1, T.E. |ak(x)| 6 bk, ∀ k > 1, ∀ x ∈ M I ZNAKOPOLOVITELXNYJ ^ISLOWOJ

RQD {bk}k>1 SHODITSQ, TO RQD {ak(x)}k>1 SHODITSQ NA MNOVESTWE M ⊂ D ABSOL@TNO I RAWNOMERNO.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX WYPOLNENY USLOWIQ TEOREMY. tOGDA

|ak(x)| < bk, (∀ k > 1) ∧ (∀ x ∈ M ⊂ D). a TAK KAK RQD {bk}k>1 SHODITSQ, TO PO PRIZNAKU

SRAWNENIQ W KAVDOJ TO^KE x ∈M ISHODNYJ FUNKCIONALXNYJ RQD SHODITSQ ABSOL@TNO.

pUSTX Rn(x)
4
= an+1(x) + . . . + an+m(x) + . . . - n-YJ OSTATOK ISHODNOGO FUNKCIONALXNOGO RQDA I

σn+m(x)
4
= an+1(x) + . . .+ an+m(x) - m-AQ ^ASTNAQ SUMMA \TOGO n-GO OSTATKA.

tAK KAK RQD {ak(x)}k>1 SHODITSQ NAM ⊂ D ABSOL@TNO, TO ON SHODITSQ NAM ⊂ D I σnm(x) → Rn(x)
PRI m → ∞ ∀x ∈ M ⊂ D. a TAK KAK ZNAKOPOLOVITELXNYJ ^ISLOWOJ RQD {bk}k>1 SHODITSQ, TO

(∀ ε > 0)(∃ N(ε) > 1) : bn+1 + . . . + bn+m 6
∞∑

k=1

bn+k < ε, ∀ n > N(ε) ∧ ∀ m > 1. tAKIM OBRAZOM,

(∀n > N(ε))∧(∀x ∈M)∧(∀ m > 1) |σnm(x)| 6 |an+1(x)|+. . .+|an+m(x)| 6 bn+1+. . .+bn+m < ε, ∀m > 1,
T.E. |Rn(x)| = lim

m→∞
σnm(x)| < ε, (∀ n > N(ε)) ∧ (∀ x ∈M), ^TO I TREBOWALOSX DOKAZATX.

pRIMER 3. rQD S OB]IM ^LENOM an(x)
4
= xn/n2 PRI |x| 6 1 SHODITSQ RAWNOMERNO, TAK KAK W

RASSMATRIWAEMOM SLU^AE |ak(x)| 6 1/k2, ∀ k > 1 I ZNAKOPOLOVITELXNYJ ^ISLOWOJ RQD {1/k2}k>1

SHODITSQ.

sWOJSTWA RAWNOMERNO SHODQ]IHSQ RQDOW

1. eSLI ∀ k > 1 FUNKCIQ ak(x) NEPRERYWNA NA M ⊂ D I NA M RAWNOMERNO SHODITSQ FUNKCIONALX-
NYJ RQD {ak(x)}k>1, TO EGO SUMMA S(x) NEPRERYWNA NA M (SM. PRIMER 2).

2. sUMMU S(x) RAWNOMERNO SHODQ]EGOSQ NA M ⊂ D FUNKCIONALXNOGO RQDA {ak(x)}k>1 NEPRERYW-
NYH (DIFFERENCIRUEMYH) NA M ⊂ D FUNKCIJ ak(x), k > 1, MOVNO PO^LENNO INTEGRIROWATX (DIFFE-
RENCIROWATX) NA M .

oPREDELENIE 3. eSLI ak(x) = αk · (x− x0)
k; ∀ k > 0, GDE αk – WE]ESTWENNOE ILI KOMPLEKSNOE ^ISLO,

TO FUNKCIONALXNYJ RQD {αk · (x− x0)
k}k>0 NAZYWA@T STEPENNYM RQDOM.

zAME^ANIE 1. zAMENOJ t
4
= x− x0 STEPENNOJ RQD {αk · (x− x0)

k}k>0 WSEGDA MOVET BYTX PRIWEDEN

K STANDARTNOMU WIDU {αk t
k}k>0.

8
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oPREDELENIE 4. iNTERWALOM SHODIMOSTI WE]ESTWENNOGO STEPENNOGO RQDA {αk x

k}k>0 NAZYWA@T MNO-
VESTWO (−R; +R) ⊂ R1, W KAVDOJ TO^KE KOTOROGO ISHODNYJ RQD SHODITSQ ABSOL@TNO I RASHODITSQ

PRI |x| > R, GDE R NAZYWA@T RADIUSOM SHODIMOSTI.

zAME^ANIE 2. sU]ESTWOWANIE INTERWALA SHODIMOSTI SLEDUET IZ TEOREMY aBELQ, KOTORU@ MY

SFORMULIRUEM I DOKAVEM DLQ KOMPLEKSNYH STEPENNYH RQDOW. nA DANNOM \TAPE OGRANI^IMSQ SLEDU-
@]IMI FORMALXNYMI RASSUVDENIQMI.

pO PRIZNAKU d’aLAMBERA, FORMALXNO IMEEM:

lim
k→∞

∣∣∣∣ak+1(x)

ak(x)

∣∣∣∣ = |x| lim
k→∞

|αk+1|
|αk|

< 1, T.E. RQD {αk ·xk}k>0 SHODITSQ ABSOL@TNO PRI |x| < R = lim
k→∞

∣∣∣∣ αk

αk+1

∣∣∣∣
I RASHODITSQ PRI |x| > R – SM. TAK VE PRIMER 1. eSLI ISPOLXZOWATX PRIZNAK kO[I S RADIKALOM, TO
R = 1/ lim

k→∞
k
√
|αk|.

pRIMER 4. eSLI αk(x) =
xk

k + 1
, TO R = lim

k→∞

k + 2

k + 1
= 1. tAKIM OBRAZOM RQD

{
xk

k + 1

}
k>0

SHODITSQ

ABSOL@TNO PRI |x| < 1 I RASHODITSQ PRI |x| > 1. ak(−1) =
(−1)k

k + 1
I ak(+1) =

1

k + 1
, TO ESTX PRI

x = −1 RASSMATRIWAEMYJ RQD SHODITSQ USLOWNO, A PRI x = +1 ON RASHODITSQ.

pRIMER 5. eSLI ak(x) = xk/k!, TO αk = 1/k! I R = lim
k→∞

(k + 1)!

k!
= ∞ I FUNKCIONALXNYJ RQD

{xk/k!}k>0 SHODITSQ ABSOL@TNO PRI |x| < R = ∞.

oSNOWNYE UTWERVDENIQ O STEPENNYH RQDAH

I. eSLI R > 0 – RADIUS SHODIMOSTI STEPENNOGO RQDA {αk x
k}k>0, TO \TOT RQD BUDET SHODITXSQ

RAWNOMERNO NA L@BOM OTREZKE [−r; +r] ⊂ (−R; +R).
dOKAZATELXSTWO. eSLI 0 < r < R, TO PRI |x| = r ISHODNYJ RQD SHODITSQ ABSOL@TNO, T.E.

SHODITSQ ZNAKOPOLOVITELXNYJ ^ISLOWOJ RQD {|αk| rk}. nO TOGDA PRI L@BOM x ∈ [−r; r] IMEEM |x| 6 r,
T.E. |αk x

k| = |αk| |x|k 6 |αk| rk I OSTALOSX WOSPOLXZOWATXSQ T. wEJER[TRASSA.

II. sUMMU S(x) cTEPENNOGO RQDA {αk x
k}k>0 S RADIUSOM SHODIMOSTI R > 0 MOVNO PO^LENNO DIFFE-

RENCIROWATX W INTERWALE SHODIMOSTI PROIZWOLXNOE ^ISLO RAZ. pRI \TOM WSE PROIZWODNYE STEPENNYE

RQDY IME@T TOT VE RADIUS SHODIMOSTI R.
dOKAZATELXSTWO. sOGLASNO UTWERVDENI@ I ISHODNYJ RQD SHODITSQ RAWNOMERNO NA L@-

BOM OTREZKE [−r; r] ⊂ (−R;R) I EGO SUMMU MOVNO PO^LENNO DIFFERENCIROWATX. pUSTX

{βk x
k}k>0 – PROIZWODNYJ STEPENNOJ RQD, T.E. βk = (k + 1) αk+1,∀ k > 0. tAKIM OBRAZOM

R = lim
k→∞

|αk|
|αk+1|

≡ lim
k→∞

k |αk|
(k + 1)|αk+1|

= lim
k→∞

|βk−1|
|βk|

, ^TO I TREBOWALOSX DOKAZATX.

pRIMER 1.
∞∑

k=0

xk =
1

(1− x)
PRI |x| < 1. tOGDA

(
1

1− x

)′
=

(
∞∑

k=0

xk

)′
, TO ESTX PRI |x| < 1

1

(1− x)2
=

∞∑
k=0

k xk−1 . pRI |x| < 1 ⇐⇒
∞∑

k=1

k xk−1 =
1

(1− x)2
.

pOLAGAQ n = k − 1, T.E k = n+ 1, POLU^AEM:

1

(1− x)2
=

∞∑
n=0

(n+1)xn PRI |x| < 1. dALEE IMEEM:

(
1

(1− x)2

)′
=

(
∞∑

n=0

(n+ 1)xn

)′
=

∞∑
n=0

n(n+1)xn−1.

tAKIM OBRAZOM

∞∑
n=1

n(n+ 1) xn−1 =
2

(1− x)3
, PRI |x| < 1. pOLAGAEM m = n− 1, T.E. n = m+ 1. tOGDA

∞∑
m=0

(m+ 1)(m+ 2)xm =
2

(1− x)3
PRI |x| < 1 I T.D.
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III. sUMMU STEPENNOGO RQDA {αk x

k}k>0 S RADIUSOM SHODIMOSTI R > 0 MOVNO PO^LENNO INTEGRI-
ROWATX W INTERWALE SHODIMOSTI PROIZWOLXNOE ^ISLO RAZ. pRI \TOM POLU^ENNYJ STEPENNOJ RQD IMEET

TOT VE RADIUS SHODIMOSTI R.
dOKAZATELXSTWO. sOGLASNO I ISHODNYJ STEPENNOJ RQD SHODITSQ RAWNOMERNO NA L@BOM OTREZKE

[−r; r] ⊂ (−R;R) I DOPUSTIMO PO^LENNOE INTEGRIROWANIE EGO SUMMY. pUSTX {βn x
n}n>0 – NOWYJ

STEPENNOJ RQD, POLU^ENNYJ PUTEM INTEGRIROWANIQ ISHODNOGO RQDA PRI |x| < R:
x∫

0

αk xkdx =
αk x

k+1

k + 1
, T.E. βk =

αk−1

k
I βk+1 =

αk

k + 1
. nO TOGDA

R = lim
k→∞

|αk|
|αk+1|

= lim
k→∞

(k + 1) |βk+1|
(k + 2) |βk+2|

= lim
k→∞

|βk+1|
|βk+2|

, ^TO I TREBOWALOSX DOKAZATX.

pRIMER 2.
∞∑

k=0

xk =
1

1− x
PRI |x| < 1. tOGDA

x∫
0

dx

1− x
=

x∫
0

∞∑
k=0

xk dx; |x| < 1, TO ESTX

− ln(1 − x) =
∞∑

k=0

x∫
0

xkdx =
∞∑

k=0

1

k + 1
xk+1, |x| < 1. eSLI n = k + 1, TO

∞∑
n=1

1

n
xn = − ln(1 − x)

PRI |x| < 1.

rQD tEJLORA

I. pUSTX FUNKCIQ y = f(x) OPREDELENA I BESKONE^NO DIFFERENCIRUEMA W INTERWALE (a; b) ⊂ R1.
eSLI x0 ∈ (a; b), TO PO FORMULE tEJLORA IMEEM:

f(x) = f(x0) +
n∑

k=1

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k +Rn(x; x0); ∀ x ∈ (a; b)

pRI \TOM, ESLI DLQ L@BOGO FIKSIROWANNOGO x ∈ (a; b) SU]ESTWUET lim
n→∞

Rn(x, x0) = 0, TO STEPENNOJ

RQD {[f (k)(x0)/k!] (x− x0)
k }k>0 QWLQETSQ NA (a; b) SHODQ]IMSQ, A f(x) QWLQETSQ EGO SUMMOJ:

f(x) = f(x0) +
∞∑

k=1

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k; x, x0 ∈ (a; b).

II. dLQ BESKONE^NO DIFFERENCIRUEMOJ FUNKCII f(x) STEPENNOJ RQD

{
f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k

}
k>0

NAZY-

WA@T EE RQDOM tEJLORA WNE ZAWISIMOSTI OT HARAKTERA SHODIMOSTI \TOGO RQDA. eSLI x0 = 0, TO RQD
tEJLORA NAZYWA@T RQDOM mAKLORENA.

III. dLQ ANALIZA SHODIMOSTI RQDA tEJLORA MOVNO ISPOLXZOWATX STANDARTNYE PRIEMY TEORII

STEPENNYH RQDOW, NO MOVNO ISPOLXZOWATX I SLEDU@]U@ TEOREMU.

tEOREMA. eSLI W INTERWALE (a; b) ⊂ R1 PRI NEKOTORYH B > 0 I C > 0 WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO

1

Bk · k!
sup

a<x<b
|f (k)(x)| 6 C; ∀ k > 1, TO RQD tEJLORA, BESKONE^NO DIFFERENCIRUEMOJ NA (a; b) FUNKCII

f(x), SHODITSQ WO WSEH TO^KAH x ∈ (a; b), DLQ KOTORYH |x− x0| < 1/B.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX WYPOLNENY USLOWIQ TEOREMY, TOGDA

Rn(x, x0) =
(x− x0)

n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(x∗); x < x∗ < x0 ILI x0 < x∗ < x.

tAKIM OBRAZOM,

|Rn(x, x0)| 6
|x− x0|n+1

(n+ 1)!
sup

a<x∗<b
|f (n+1)(x∗)| 6 |x− x0|n+1

(n+ 1)!
· C ·Bn+1 · (n+ 1)! = C · {B|x− x0|}n+1 →

n→∞
0

TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA |x− x0| < 1/B.
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sTEPENNYE RQDY W C

tEOREMA aBELQ. eSLI STEPENNOJ RQD {ak z
k}k>0 S KOMPLEKSNYMI ^LENAMI SHODITSQ PRI NEKOTOROM

z = z1 6= θ, TO ON ABSOL@TNO SHODITSQ ∀z : |z| < |z1|. eSLI VE ON RASHODITSQ PRI NEKOTOROM z = z2 6= θ,
TO ON RASHODITSQ ∀ z ∈ C : |z| > |z1|.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX RQD {akz
k
1}k>0 SHODITSQ. tOGDA PO NEOBHODIMOMU PRIZNAKU

∃ lim
k→∞

akz
k
1 = θ, TO ESTX (∀ ε > 0)(∃N(ε) > 0) : |an z

n
1 | < ε, ∀ n > N(ε). pUSTX z ∈ C I |z| < |z1|. tOGDA

|an · zn| =

∣∣∣∣an · zn
1 ·
(
z

z1

)n∣∣∣∣ = |an · zn
1 |
∣∣∣∣ zz1

∣∣∣∣n = ε · qn, ∀ n > N(ε), GDE q
4
=

|z|
|z1|

< 1 OTKUDA I SLEDUET

ABSOL@TNAQ SHODIMOSTX RQDA {ak z
k}k>0 PRI |z| < |z1|.

pUSTX TEPERX z∗ ∈ C I |z∗| > |z2|. eSLI BY RQD {ak z
k
∗}k>0 SHODILSQ , TO, SOGLASNO UVE DOKAZANNOMU,

W TO^KE z2 ON BY SHODILSQ ABSOL@TNO, T.K. |z2| < |z∗|. tAKIM OBRAZOM ISHODNAQ POSYLKA QWLQETSQ

LOVNOJ I W L@BOJ TO^KE z∗ ∈ C : |z| > |z2| RASSMATRIWAEMYJ RQD RASHODITSQ.
sLEDSTWIQ IZ TEOREMY aBELQ.

1. dLQ KAVDOGO KOMPLEKSNOGO STEPENNOGO RQDA {an z
k}k>0 W C SU]ESTWUET KRUG S CENTROM W θ I

RADIUSOM R, W KAVDOJ WNUTRENNEJ TO^KE KOTOROGO ISHODNYJ RQD SHODITSQ ABSOL@TNO I RASHODITSQ W
KAVDOJ WNE[NEJ TO^KE.

2. R = lim
k→∞

|ak|
/
|ak+1| = lim

k→∞
1
/

k
√
|ak|.

3. eSLI HOTX W ODNOJ TO^KE OKRUVNOSTI lR
4
= {z ∈ C : |z| = R} KRUGA SHODIMOSTI ISHODNYJ

STEPENNOJ RQD {αkz
k}k>0 SHODITSQ ABSOL@TNO, TO ON SHODITSQ ABSOL@TNO W KAVDOJ TO^KE OKRUVNOSTI

lR.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX z0 ∈ lR I RQD {akz
k
0}k>0 SHODITSQ ABSOL@TNO, T.E. SHODITSQ ZNA-

KOPOLOVITELXNYJ ^ISLOWOJ RQD {|ak||z0|k}k>0. nO TOGDA ∀ z ∈ lR IME@T MESTO RAWENSTWA

|akz
k| = |ak||z|k = |ak||z0|k = |ak|Rk, OTKUDA I SLEDUET ISKOMYJ REZULXTAT.

pRIMER 1. pUSTX αk(z) =

{
zk

2k · k
√
k

}
k>1

, T.E. ak =
1

k
√
k · 2k

. tOGDA R = lim
k→∞

|ak|
/
|ak+1| = 2 I

lR = {z ∈ C : |z| = 2}. eSLI z ∈ lR, TO |αk · zk| = |zk|
k
√
k · 2k

=
1

k3/2
I ISHODNYJ RQD SHODITSQ ABSOL@TNO

PRI |z| 6 2 I RASHODITSQ PRI |z| < 2.

4. eSLI HOTX W ODNOJ TO^KE OKRUVNOSTI lR KRUGA SHODIMOSTI ISHODNYJ RQD RASHODITSQ PO NEOB-
HODIMOMU PRIZNAKU, TO ON RASHODITSQ W KAVDOJ TO^KE \TOJ OKRUVNOSTI – DOKAZATELXSTWO ANALOGI^NO
DOKAZATELXSTWU SLEDSTWIQ 3.

pRIMER 2. rQD {zk}k>0 SHODITSQ ABSOL@TNO PRI |z| < 1 I RASHODITSQ PRI |z| > 1, T.K.
lR = {z ∈ C : |z| = 1} I ∀ z ∈ lR ∃ lim

k→∞
|z|k = 1 6= 0.

4. eSLI ∃ z0 ∈ lR I RQD {ak z
k
0}k>0 SHODITSQ USLOWNO, TO W TO^KAH OKRUVNOSTI lR ISHODNYJ RQD

MOVET KAK RASHODITXSQ, TAK I SHODITXSQ USLOWNO.

pRIMER 3. dLQ RQDA

{
zk

k

}
k>1

RADIUS SHODIMOSTI R = 1, T.E. lR = {z ∈ C : |z| = 1}. w L@BOJ

TO^KE z ∈ lR
|z|k

k
=

1

k
, T.E. W L@BOJ TO^KE OKRUVNOSTI KRUGA SHODIMOSTI ISHODNYJ RQD ABSOL@TNO

SHODITXSQ NE MOVET, NO NEOBHODIMYJ PRIZNAK WYPOLNQETSQ.

w TO^KE z = +1 ∈ lR ISHODNYJ RQD RASHODITSQ, TO KAK
zk

k

∣∣∣
z=+1

=
1

k
.

w TO^KE z = −1 ∈ lR ISHODNYJ RQD SHODITSQ USLOWNO, TAK KAK
zk

k

∣∣∣
z=−1

=
(−1)k

k
.

11



ÌÃÒÓ ÌÃÒÓ ÌÃÒÓÔÍ-12 ÔÍ-12
ÌÃÒÓÌÃÒÓÌÃÒÓ ÔÍ-12ÔÍ-12

Ì
Ã
Ò

Ó
Ì

Ã
Ò

Ó
Ì

Ã
Ò

Ó
Ô

Í
-1

2
Ô

Í
-1

2
Ô

Í
-1

2
Ô

Í
-1

2
Ì

Ã
Ò

Ó
Ì

Ã
Ò

Ó
Ì

Ã
Ò

Ó
Ô

Í
-1

2
Ô

Í
-1

2
Ô

Í
-1

2
Ô

Í
-1

2
5. eSLI R – RADIUS SHODIMOSTI, TO W L@BOM KRUGE Kr = {z : |z| 6 r < R} ISHODNYJ STEPENNOJ

RQD SHODITSQ RAWNOMERNO.
dOKAZATELXSTWO POLNOSTX@ ANALOGI^NO WE]ESTWENNOMU SLU^A@.

rQDY fURXE

oPREDELENIE 1. fUNKCI@ y = f(x) NAZYWA@T INTEGRIRUEMOJ S KWADRATOM NA [a; b] ⊂ R,

ESLI ∃
b∫

a

f 2(x)dx < +∞. sOWOKUPNOSTX WSEH FUNKCIJ, INTEGRIRUEMYH S KWADRATOM NA

[a; b] ⊂ R1,OBOZNA^A@T L2[a; b].

sWOJSTWA FUNKCIJ IZ L2[a; b].

(1). eSLI FUNKCII f(x), ϕ(x) ∈ L2[a, b], TO FUNKCIQ f(x) · ϕ(x) – ABSO-
L@TNO INTEGRIRUEMA NA [a, b], T.K. |f(x) · ϕ(x)| 6 0, 5{f2(x) + ϕ2(x)} I∣∣∣∣∣∣

b∫
a

f(x)ϕ(x)dx

∣∣∣∣∣∣ 6
b∫

a

|f(x)ϕ(x)|dx 6
1

2

b∫
a

{f 2(x) + ϕ2(x)}dx =
1

2

b∫
a

f 2(x)dx+
1

2

b∫
a

ϕ2(x)dx <∞.

(2). L2[a, b] – LINEJNOE PROSTRANSTWO OTNOSITELXNO STANDARTNYH OPERACIJ SLOVENIQ FUNKCIJ I IH
UMNOVENIQ NA ^ISLO. dEJSTWITELXNO, DLQ L@BYH KONE^NYH WE]ESTWENNYH ^ISEL λ, µ I DLQ L@BYH

f(x), ϕ(x) ∈ L2[a; b] IMEEM:

b∫
a

{λf(x)ϕ(x) + µϕ(x)}2dx ≡
b∫

a

|λ2f 2(x) + 2λµf(x)ϕ(x) + µ2ϕ2(x)|dx 6

6

b∫
a

|λ|2{f 2(x) + 2|λµ||f(x)||ϕ(x)|+ |µ|2ψ2(x)}dx < +∞.

tAKIM OBRAZOM, ESLI |λ| < ∞, |µ| < ∞, f(x) ∈ L2[a; b], ϕ(x) ∈ L2[a; b], TO (λf(x) + µϕ(x)) ∈ L2[a; b] I
L2[a; b] – LINEJNOE PROSTRANSTWO.

oPREDELENIE 2. dWE FUNKCII f(x) I ϕ(x) IZ L2[a, b] NAZYWA@T \KWIWALENTNYMI I PI[UT

f(x) ∼ ϕ(x), ESLI

b∫
a

{f(x)− ϕ(x)}2dx = 0.

zAME^ANIQ K OPREDELENI@ 2.
(1). eSLI f(x), ϕ(x) ∈ L2[a; b] I f(x) ∼ ϕ(x), TO ZNA^ENIQ \TIH FUNKCIJ MOGUT RAZLI^ATXSQ LI[X NA
KONE^NOM MNOVESTWE TO^EK IZ [a; b].
(2). eSLI W L2[a; b] PONQTIE ”RAWENSTWO” ZAMENITX PONQTIEM ”\KWIWALENTNOSTX”, TO SKALQRNOE PRO-
IZWEDENIE W \TOM LINEJNOM PROSTRANSTWE MOVET BYTX WWEDENO STANDARTNYMI SPOSOBOM, TAK KAK DLQ

L@BYH f(x), ϕ(x) ∈ L2[a, b] OPREDELENO WE]ESTWENNOE ^ISLO (f ;ϕ) =

b∫
a

f(x)ϕ(x)dx I PRI \TOM:

α) (f ; f) =

b∫
a

f 2(x)dx > 0 I (f ; f) = 0 ⇐⇒ f(x) ∼ 0;

β) (f ;ϕ) =

b∫
a

f(x)ϕ(x)dx =

b∫
a

ϕ(x)f(x)dx = (ϕ; f);

12



ÌÃÒÓ ÌÃÒÓ ÌÃÒÓÔÍ-12 ÔÍ-12
ÌÃÒÓÌÃÒÓÌÃÒÓ ÔÍ-12ÔÍ-12

Ì
Ã
Ò

Ó
Ì

Ã
Ò

Ó
Ì

Ã
Ò

Ó
Ô

Í
-1

2
Ô

Í
-1

2
Ô

Í
-1

2
Ô

Í
-1

2
Ì

Ã
Ò

Ó
Ì

Ã
Ò

Ó
Ì

Ã
Ò

Ó
Ô

Í
-1

2
Ô

Í
-1

2
Ô

Í
-1

2
Ô

Í
-1

2
γ) (λf ;ϕ) =

b∫
a

λf(x)ϕ(x)dx = λ

b∫
a

f(x)ϕ(x)dx = λ
(
f(x);ϕ(x)

)
;

δ) (f + ϕ;ψ) =

b∫
a

{f(x) + ϕ(x)}ψ(x)dx =

b∫
a

f(x)ψ(x)dx+

b∫
a

ϕ(x)ψ(x)dx = (f ;ψ) + (ϕ;ψ).

(3). tAK KAK LINEJNOE PROSTRANSTWO L2[a, b] S WWEDENNYM SKALQRNYM PROIZWEDENIEM QWLQETSQ EWKLI-
DOWYM PROSTRANSTWOM, TO W NEM STANDARTNYM OBRAZOM MOVET BYTX WWEDENA NORMA:

‖f‖ =
√

(f ; f) ≡

√∫ b

a

f 2(x)dx, ∀ f(x) ∈ L2[a, b].

pRI \TOM WSE AKSIOMY NORMY:
α) ‖f(x)‖ =

√
(f ; f) > 0 ∧ ‖f‖ = 0 ⇐⇒ f(x) ∼ 0;

β) ‖λf(x)‖ = |λ| · ‖f(x)‖;

γ) ‖f(x) + ϕ(x)‖ 6 ‖f(x)‖+ ‖ϕ(x)‖ WYPOLNQ@TSQ AWTOMATI^ESKI.

(4). w EWKLIDOWOM PROSTRANSTWE L2[a, b] SO STANDARTNOJ NORMOJ METRIKU (RASSTOQNIE), KAK PRAWILO,
WWODQT SLEDU@]IM OBRAZOM:

ρ(f ;ϕ)
4
= ‖f(x)− ϕ(x)‖ =

√
(f − ϕ; f − ϕ) ≡

√∫ b

a
{f(x)− ϕ(x)}2dx.

pRI \TOM WSE AKSIOMY METRIKI WYPOLNQ@TSQ AWTOMATI^ESKI:

α) ρ(f ;ϕ) > 0 I (f ;ϕ) = 0 ⇐⇒ f(x) ∼ ϕ(x);

β) ρ(f ;ϕ) = ρ(ϕ; f);

γ) ρ(f ;ϕ) 6 ρ(f ;ψ) + ρ(ϕ;ψ).

(5). w EWKLIDOWOM PROSTRANSTWE L2[a, b] SO STANDARTNOJ NORMOJ I STANDARTNOJ METRIKOJ PONQTIE SHO-
DIMOSTI TAK VE WWODQT STANDARTNYM SPOSOBOM: PUSTX f(x) ∈ L2[a, b] I {fk(x)}k>1 ∈ L2[a, b]. fUNKCI@
f(x) NAZYWA@T PREDELOM POSLEDOWATELXNOSTI {fk(x)}k>1 I PI[UT lim

k→∞
fk(x) = f(x), ESLI SU]ESTWUET

lim
k→∞

ρ(fk, f) = 0, TO ESTX, ESLI ∃ lim
k→∞

√∫ b

a
{fk(x)− f(x)}2dx = 0.

zADA^A O NAILU^[EJ APPROKSIMACII W L2[a, b]

pUSTX {ψk(x)}∞k=1 ∈ L2[a, b] – NEKOTORAQ ORTONORMIROWANNAQ SISTEMA FUNKCIJ, T.E.

(ϕk;ϕm) =

{
0 ; k 6= m
1 ; k = m

}
, f(x) ∈ L2[a, b] I Sn(x) =

n∑
k=1

Ckϕk(x). dLQ FIKSIROWANNOGO n NEOBHODIMO

NAJTI {Ck}n
k=1 ∈ R1 TAKIE, ^TO ρ(f ;Sn) ≡ ‖f(x)− Sn(x)‖ → min

{Ck}
.

rE[ENIE.

ρ2(f, Sn) ≡ ‖f(x)− Sn(x)‖2 ≡ (f(x)− Sn(x); f(x)− Sn(x)) ≡
(
f(x)−

n∑
k=1

Ckϕk(x); f(x)−

−
n∑

m=1

Cmϕm(x)
)
≡ (f ; f)−

n∑
k=1

Ck(ϕk; f)−
n∑

m=1

Cm(f ;ϕm) +
n∑

k=1

n∑
m=1

CkCm(ϕk;ϕm) ≡ ‖f‖2−

− 2
n∑

k=1

Ck(f ;ϕk) +
n∑

k=1

Ck ≡ ‖f‖2 +
n∑

k=1

{
(f ;ϕk)

2 − 2Ck(f ;ϕk) + C2
k

}
−

n∑
k=1

(f ;ϕk)
2 ≡ ‖f‖2−

−
n∑

k=1

(f ;ϕk)
2 +

n∑
k=1

{
Ck − (f ;ϕk)

}2 → min
{Ck}

⇐⇒ Ck ≡ (f ;ϕk), ∀ k = 1 : n

13
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oB]IE ZAME^ANIQ.
(1). eSLI {ϕk}n

k=1 ∈ L2[a, b] – ORTONORMIROWANNAQ SISTEMA FUNKCIJ, TO ∀f(x) ∈ L2[a, b] EE NAILU^[AQ

APPROKSIMACIQ Sn(x) OPREDELQETSQ RAWENSTWOM: Sn(x) =
n∑

k=1

(f ;ϕk) · ϕk(x).

(2). tAK KAK PRI NAILU^[EJ APPROKSIMACII Ck ≡ (f ;ϕk), TO

0 6 ρ2(f, Sn) ≡ ‖f(x) − Sn(x)‖2 ≡ ‖f‖2 −
n∑

k=1

(f ;ϕk)
2. tAKIM OBRAZOM ∀ n > 1 IMEET MESTO

NERAWENSTWO ‖f‖2 >
n∑

k=1

(f ;ϕk)
2, IZWESTNOE KAK NERAWENSTWO bESSELQ.

(3). tAK KAK POSLEDOWATELXNOSTX

{
n∑

k=1

(f ;ϕk)
2

}
n>1

QWLQETSQ NEUBYWA@]EJ I, SOGLASNO NERAWEN-

STWU bESSELQ, OGRANI^ENA SWERHU, TO PRI NALI^II S^ETNOJ ORTONORMIROWANNOJ SISTEMY FUNKCIJ{
ϕk(x)

}∞
k=1

∈ L2[a, b] NERAWENSTWO bESSELQ DOPUSKAET OBOB]ENIE
∞∑

k=1

(f ;ϕk)
2 6 ‖f‖2.

oPREDELENIE 3. oRTONORMIROWANNU@ SISTEMU FUNKCIJ
{
ϕk(x)

}∞
k=1

∈ L2[a, b] NAZYWA@T ZAMKNUTOJ

(POLNOJ), ESLI ∀ f(x) ∈ L2[a, b] IMEET MESTO RAWENSTWO pARSEWALQ:
∞∑

k=1

(f ;ϕk)
2 ≡ ‖f‖2.

zAME^ANIQ K OPREDELENI@ 3.

(1). wSQKAQ ZAMKNUTAQ W L2[a, b] cISTEMA ORTONORMIROWANNYH FUNKCIJ OBRAZUET ORTONORMIROWANNYJ
BAZIS, T.K. W PROTIWNOM SLU^AE ∃ ϕ0(x) ∈ L2[a, b] :

(
‖ϕ0(x)‖ = 1

)
∧
(
(ϕ0;ϕk) ≡ 0, ∀ k > 1

)
. nO

SOGLASNO RAWENSTWU pARSEWALQ 1 = ‖ϕ0‖2 =
∞∑
1

(ϕ0;ϕk)
2 ≡ 0 I MY PRIHODIM K PROTIWORE^I@.

(2). eSLI
{
ϕk(x)

}∞
k=1

∈ L2[a, b] – ORTONORMIROWANNYJ BAZIS W L2[a, b], TO ∀ f(x) ∈ L2[a, b] SU]ESTWUET

S^ETNOE MNOVESTWO ^ISEL
{
Ck

}∞
k=1

, GDE Ck ≡ (f ;ϕk), ∀ k > 1 – KO\FFICIENTY fURXE (KOORDINATY

FUNKCII f(x) W BAZISE
{
ϕk(x)

}∞
k=1

) TAKOE, ^TO POSLEDOWATELXNOSTX {Sn
f (x)}n>1, S

n
f (x)

4
=

n∑
k=1

Ckϕk(x)

SHODITSQ K f(x) W L2[a, b]. rQD
{
(f ;ϕk) · ϕk(x)

}
k>1

NAZYWA@T RQDOM fURXE FUNKCII f(x) I PRI \TOM∥∥∥f(x)−
∞∑

k=1

(f ;ϕk)ϕk(x)
∥∥2 ≡ lim

n→∞

∥∥∥f(x)−
n∑

k=1

(f ;ϕk)ϕk(x)
∥∥2

= lim
n→∞

{
‖f(x)‖2−

n∑
k=1

(f(x);ϕ(x))
}

= 0, T.E.

∞∑
k=1

(f ;ϕk)ϕk(x) ∼ f(x). pRI \TOM FUNKCI@ Sf (x)
4
=

∞∑
k=1

(f ;ϕk)ϕk(x) NAZYWA@T SUMMOJ RQDA fURXE{
(f ;ϕk)ϕk(x)

}
k>1

tRIGONOMETRI^ESKIJ RQD fURXE

pRIMER 1. sISTEMA TRIGONOMETRI^ESKIH FUNKCIJ
{
1; cos(kx); sin(kx)

}∞
k=1

QWLQETSQ ORTOGONALX-
NOJ NA OTREZKE [C;C + 2π] DLQ L@BOGO KONE^NOGO WE]ESTWENNOGO ^ISLA C, TAK KAK

(
1; cos(kx)

)
=

C+2π∫
C

1 · cos(kx)dx = +
1

k
sin(kx)

∣∣∣C+2π

C
≡ 1

k

{
sin
[
k(C + 2π)

]
− sin(kC)

}
≡ 0 ;

(
1; sin(kx)

)
=

C+2π∫
C

1 · sin(kx)dx = −1

k
cos(kx)

∣∣∣C+2π

C
= −1

k

{
cos
[
k(C + 2π)

]
− cos(kC)

}
≡ 0 ;
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2
(k 6= n) =⇒

(
cos(kx); cos(nx)

)
=

C+2π∫
C

cos(kx) cos(nx)dx =

C+2π∫
C

{
cos
[
(k + n)x

]
+ cos

[
(k − n)x

]}
dx ≡ 0 ;

(k 6= n) =⇒
(
sin(kx); sin(nx)

)
=

C+2π∫
C

sin(kx) sin(nx)dx =

C+2π∫
C

{
cos
[
(k − n)x

]
− cos

[
(k + n)x

]}
dx ≡ 0 ;

(
sin(kx); cos(nx)

)
=

C+2π∫
C

sin(kx) cos(nx)dx =

C+2π∫
C

{
sin
[
(k + n)x

]
+ sin

[
(n− k)x

]}
dx ≡ 0, (∀ k > 1) ∧

∧ (∀n > 1).

pRI \TOM ‖1‖2 =

C+2π∫
C

12dx = 2π ;

‖ cos(kx)‖2 =

C+2π∫
C

cos2(kx)dx =
1

2

C+2π∫
C

{
1 + cos(2kx)

}
dx ≡ π ;

‖ sin(kx)‖2 =

C+2π∫
C

sin2(kx)dx =
1

2

C+2π∫
C

{
1− cos(2kx)

}
dx ≡ π .

tAKIM OBRAZOM

{
1√
2π

;
cos(kx)√

π
;

sin(kx)√
π

}∞
k=1

– ORTONORMIROWANNAQ SISTEMA NA OTREZKE

[C;C + 2π], ∀ s ∈ R1. eE POLNOTA SLEDUET IZ TEOREMY dIRIHLE, KOTORU@ MY SFORMULIRUEM

NIVE.

pRIMER 2. pUSTX f(x) ∈ L2[−π; π]. s^ITAQ SISTEMU TRIGONOMETRI^ESKIH FUNKCIJ{
1√
2π

;
cos(kx)√

π
;

sin(kx)√
π

}∞
k=1

POLNOJ, IMEEM:

Sf (x) =

(
f ;

1√
2π

}
1√
2π

+
∞∑

k=1

(
f ;

cos(kx)√
π

}
cos(kx)√

π
+

(
f ;

sin(kx)√
π

}
sin(kx)√

π
≡ 1

2

 1

π

π∫
−π

f(x)dx

 +

+
∞∑

k=1

{ 1

π

π∫
−π

f(x) cos(kx)dx
}

cos(kx) +
{ 1

π

π∫
−π

f(x) sin(kx)dx
}

sin(kx).

tAKIM OBRAZOM:

Sf (x) =
a0

2
+

∞∑
k=1

ak cos(kx) + bk sin(kx), GDE

an>0 =
1

π

π∫
−π

f(x) cos(nx)dx ;

bk>1 =
1

π

π∫
−π

f(x) sin(kx)dx.

pRI \TOM RQD fURXE FUNKCII f(x) PO ISPOLXZOWANNOJ ORTONORMIROWANNOJ SISTEME FUNKCIJ NAZY-
WA@T TRIGONOMETRI^ESKIM RQDOM fURXE.

tEOREMA dIRIHLE. eSLI NA [−π; π] OPREDELENA OGRANI^ENNAQ FUNKCIQ f(x) TAKAQ, ^TO:
1) NA [−π; π] ONA KUSO^NO-NEPRERYWNA, T.E. MOVET IMETX LI[X KONE^NOE ^ISLO TO^EK RAZRYWA I-GO
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RODA;
2) NA [−π; π] ONA KUSO^NO-MONOTONNA, T.E. [−π; π] MOVNO RAZBITX NA KONE^NOE ^ISLO U^ASTKOW MONO-
TONNOSTI,

TOGDA y = f(x) MOVET BYTX PREDSTAWLENA SUMMOJ SWOEGO TRIGONOMETRI^ESKOGO RQDA fURXE I

α) W KAVDOJ TO^KE NEPRERYWNOSTI FUNKCII f(x) IMEET MESTO RAWENSTWO Sf (x) = f(x);

β) W KAVLOJ TO^KE RAZRYWA Sf (x) = {f(x− 0) + f(x+ 0)}
/
2;

γ) Sf (−π) = Sf (+π) ≡ {f(−π + 0) + f(π − 0)}
/
2;

δ) NA WSQKOM ^ASTI^NOM OTREZKE NEPRERYWNOSTI f(x) ee TRIGONOMETRI^ESKIJ RQD fURXE SHODITSQ
RAWNOMERNO.

zAME^ANIQ K TEOREME dIRIHLE.
1). eSLI FUNKCIQ f(x) OPREDELENA NA OTREZKE [−π; π] ⊂ R1, TO SUMMA Sf (x) EE TRIGONOMETRI^E-
SKOGO RQDA fURXE OPREDELENA NA WSEJ ^ISLOWOJ OSI I QWLQETSQ PERIODI^ESKOJ FUNKCIEJ. |TOT FAKT
ISPOLXZU@T DLQ PERIODI^ESKOGO PRODOLVENIQ FUNKCIJ, ZADANNYH NA OTREZKE.

pRIMER 3. fUNKCIQ f(x) =

{
C1 ; −π < x 6 0

C2 ; 0 < x < π

}
UDOWLETWORQET USLOWIQM TEOREMY dIRIHLE

I PRI \TOM:

a0 =
1

π

π∫
−π

f(x)dx =
1

π


0∫

−π

C1 dx+

π∫
0

C2 dx

 = C1 + C2 ;

ak

∣∣
k>1

=
1

π

π∫
−π

f(x) cos(kx)dx =
1

π


0∫

−π

C1 cos(kx)dx+

π∫
0

C2 cos(kx)dx

 ≡ 0 ;

bk
∣∣
k>1

=
1

π

π∫
−π

f(x) sin(kx)dx =
1

π


0∫

−π

C1 sin(kx)dx+

π∫
0

C2 sin(kx)dx

 =
1

πk

{
−C1 cos(kx)

∣∣∣∣0
−π

−

−C2 cos(kx)

∣∣∣∣π
0

}
=

1

πk
{−C1 + C1 cos(πk)− C2 cos(πk) + C2} =

C2 − C1

πk

{
1− cos(πk)

}
.

tAKIM OBRAZOM IMEEM:

Sf (x) =
C1 + C2

2
− 2(C1 − C2)

π

∞∑
k=1

sin(2k + 1)x

2k + 1
.

2). rEALIZACIQ USLOWIJ TEOREMY dIRIHLE OBESPE^IWAET POTO^E^NU@ SHODIMOSTX TRIGONOMETRI^E-
SKOGO RQDA fURXE. |TI USLOWIQ QWLQ@TSQ DOSTATO^NYMI USLOWIQMI PREDSTAWIMOSTI FUNKCII SUMMOJ
EE TRIGONOMETRI^ESKOGO RQDA fURXE.

pRIMER 4. fUNKCIQ f =
1
3
√
x

: |x| < π NE UDOWLETWORQET USLOWIQM TEOREMY dIRIHLE, TAK KAK W

NULE IMEET RAZRYW WTOROGO RODA. nO
π∫

−π

f 2
(x)dx =

π∫
−π

x−2/3dx = 2

π∫
0

x−2/3dx = 6x1/3
∣∣∣π
0
= 6 3

√
π < ∞ I f(x) ∈ L2[−π; π]. tAKIM OBRAZOM f(x)

MOVET BYTX PREDSTAWLENA SUMMOJ SWOEGO TRIGONOMETRI^ESKOGO RQDA fURXE I Sf (x) ∼ f(x).

3). pUSTX y = f(x) OPREDELENA NA OTREZKE [−π; π] ⊂ R1 I UDOWLETWORQET NA N<M USLOWIQM TEOREMY

dIRIHLE. tOGDA f(x) ∼ Sf (x) I Sf (x) =
a0

2
+

∞∑
k=1

ak cos(kx) + bk sin(kx),

GDE

ak>0 =
1

π

π∫
−π

f(x) cos(kx)dx; bk>1 =
1

π

π∫
−π

f(x) sin(kx)dx.
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pRI \TOM,

3(α) ESLI f(x) – ^ETNAQ FUNKCIQ, T.E. f(−x) = f(x) ∀ x ∈ [−π; π], TO

Sf =
a0

2
+

∞∑
k=1

ak cos(kx); ak>0 =
2

π

π∫
0

f(x) cos(kx)dx; bk>1 ≡ 0;

3(β) ESLI f(x) – NE^ETNAQ FUNKCIQ, T.E. f(−x) = −f(x) ∀ x ∈ [−π; π], TO

Sf (x) =
∞∑

k=1

bk sin(kx); ak>0 ≡ 0; bk>1 =
2

π

π∫
0

f(x) sin(kx)dx ;

4. eSLI FUNKCIQ f(x) OPREDELENA NA OTREZKE [−l; l]) I UDOWLETWORQET NA N<M USLOWIQM TEOREMY dI-
RIHLE, TO ZAMENOJ x = lt

/
π PROIZWODIM WZAIMNO-ODNOZNA^NOE OTOBRAVENIE OTREZKA [−l; l] NA OTREZOK

[−π; π]. fUNKCIQ ϕ(t) = f(lt
/
π) ≡ f(x) OPREDELENA NA OTREZKE [−π; π] I UDOWLETWORQET NA N<M USLO-

WIQM TEOREMY dIRIHLE. tAKIM OBZAZOM(
Sϕ(t) =

a0

2
+

∞∑
k=1

ak cos(kt) + bk sin(kt)

)
⇐⇒

(
Sf (x) =

a0

2
+

∞∑
k=1

ak cos

(
πkx

l

)
+ bk sin

(
πkx

l

))
;

ak>0 =
1

π

π∫
−π

ϕ(t) cos(kt)dt =

{
t =

πx

l
; dt =

π

l
dx

(t = ±π) ⇐⇒ (x = ±l)

}
=

1

l

l∫
−l

f(x) cos
πkx

l
dx ;

bk>1 =
1

π

π∫
−π

ϕ(t) sin(kt)dt =

{
t =

πx

l
; dt =

π

l
dx

(t = ±π) ⇐⇒ (x = ±l)

}
=

1

l

l∫
−l

f(x) sin
πkx

l
dx.

pRI \TOM, WSE RANEE POLU^ENNYE REZULXTATY RASPROSTRANQ@TSQ I NA DANNYJ SLU^AJ.

pRIMER 5. pREDPOLOVIM, ^TO FUNKCI@ f(x) =


sin

πx

l
; 0 < x <

l

2

0 ;
l

2
< x < l

 NUVNO ”RAZLOVITX W

RQD fURXE PO SINUSAM.”

l/2
0

x

f(x) - ISHODNAQ

rIS.31

fAKTI^ESKI NEOBHODIMO ”RAZLOVITX W RQD fURXE” FUNKCI@ f1(x), QWLQ@]U@SQ NE^ETNYM PRO-

DOLVENIEM ISHODNOJ FUNKCII f(x).
−l −l/2

l/2 l

x

f1(x) - TREBUETSQ RAZLOVITX

rIS.32
w RASSMATRIWAEMOM SLU^AE

ak = 0, ∀ k > 0 I Sf (x) =
∞∑

k=1

bk sin
πkx

l
;

bk =
2

l

l∫
0

f(x) sin
πkx

l
dx ≡ 2

l

l/2∫
0

sin
πkx

l
sin

πkx

l
dx ≡ 1

l

l/2∫
0

{
cos

π(k + 1)x

l
− cos

π(k − 1)x

l

}
dx.
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2

−3l/2

−l −l/2

l/2 l

3l/2 x

Sf (x)

rIS.33

b1 =
1

l

l/2∫
0

{
cos

2πx

l
− 1

}
dx = −1

2

bk>1 =
1

l

{
l

π(k + 1)
sin

π(k + 1)x

l

∣∣∣l/2

0
− l

π(k − 1)
sin

π(k − 1)x

l

∣∣∣l/2

0

}
≡ 1

π

{
1

k + 1
sin

π(k + 1)

2
−

− 1

k − 1
sin

π(k − 1)

2

}
pRI \TOM

(k = 2n+ 1) =⇒ (bk ≡ 0), T.K. sin
π

2
(2n+ 1± 1) ≡ sin π(n± 1) ≡ 0;

(k = 2n) =⇒
(
sin

π

2
(2n± 1) ≡ sin(πn± π/2), T.E. sin

π

2
(2n+ 1) = (−1)n

)
∧
(
sin

π

2
(2n− 1) = (−1)n−1

)
.

tAKIM OBRAZOM

b2n ≡
1

π

{
1

2n+ 1
· (−1)n − 1

2n− 1
· (−1)n−1

}
≡ (−1)n 4n

π(4n2 − 1)
;

Sf (x) = −1

2
sin

πx

l
+

∞∑
n=1

4n(−1)n

π(4n2 − 1)
sin

2πnx

l

5. pUSTX FUNKCIQ f(x) OPREDELENA I UDOWLETWORQET USLOWIQM TEOREMY dIRIHLE NA OTREZKE

[a, b] ⊂ R. tOGDA C
4
= (a + b)/2 – CENTR, A l

4
= (b − a)/2 – POLURAZMAH OTREZKA [a; b] ⊂ R1. dALEE

POLAGAEM

x =
b− a

2π
t+

a+ b

2
I USTANAWLIWAEM WZAIMNO-ODNOZNA^NOE SOOTWETSTWIE MEVDU OTREZKAMI

[a, b] I [−π, π]. tAKIM OBRAZOM, ESLI

ϕ(x)
4
= f

(
b− a

2π
t+

a+ b

2

)
≡ f(t), TO SOGLASNO ZAME^ANI@ 3 K TEOREME dIRIHLE

Sϕ(t) =
a0

2
+

∞∑
k=1

ak cos(kt) + bk sin(kt);

ak>0 =
1

π

π∫
−π

ϕ(t) cos(kt)dt =

{
t =

[
x− a+ b

2

]
· 2π

b− a
; dt =

2π

b− a
dx

∣∣∣∣∣ (t = −π) ⇐⇒ (x = a)

(t = π) ⇐⇒ (x = b)

}
=

=
1

π

b∫
a

f(x) cos

{
k

[
x− a+ b

2

]
· 2π

b− a

}
· 2π

b− a
dx ≡ 2

b− a

b∫
a

f(x) cos
2πkx

b− a
dx,

T.K. (a + b)/2 ≡ C – CENTR INTERWALA, (b − a)/2 ≡ l – EGO POLURAZMAH, A ORTOGONALXNOSTX TRIGONO-

METRI^ESKOJ SISTEMY FUNKCIJ

{
1, cos

πkx

l
, sin

πkx

l

}
k>1

DOKAZANA NA OTREZKE [C;C + 2l],∀ C ∈ R1.

sOWER[ENNO ANALOGI^NO POKAZYWAEM, ^TO

bk>1 =
2

b− a

b∫
a

f(x) sin
2πkx

b− a
dx ;
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Ì
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Ì
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Ô

Í
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Í
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Ô

Í
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Ô

Í
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2
Sf (x) =

a0

2
+

∞∑
k=1

ak cos
2πkx

b− a
+ bk sin

2πkx

b− a
.

pRIMER 6. pUSTX f(x) =

{
1 ; 1 < x < 2

0 ; 2 < x < 5

}
. w DANNOM SLU^AE a = 1, b = 5 I l = 2. tAKIM

OBRAZOM

0 1 2 3 4 5

x

f(x)

1 2 5

x

Sf (x)

rIS.34-35

a0 =
1

2

5∫
1

f(x)dx =
1

2

2∫
1

dx =
1

2
;

ak>1 =
1

2

5∫
1

f(x) · cos
πkx

2
dx ≡ 1

2

2∫
1

cos
πkx

2
dx =

1

2
· 2

πk
sin

πkx

2

∣∣∣2
1
=
−1

πk
sin

πk

2
;

TO ESTX

(k = 2n) =⇒ (a2n ≡ 0) ,

(k = 2n− 1) =⇒
(
a2n−1 ≡ (−1)n

/
π(2n− 1)

)
.

sOWER[ENNO ANALOGI^NO NAHODIM

bk>1 =
1

2

5∫
1

f(x) sin
πkx

2
≡ 1

2

2∫
1

sin
πkx

2
dx = −1

2
· 2

πk
cos

πkx

2

∣∣∣2
1
= − 1

πk

{
cos πk − sin

πk

2

}
=

= − 1

πk

{
(−1)k − sin

πk

2

}
. . .

Sf (x) =
1

4
−

∞∑
k=1

{
1

πk
sin

πk

2
sin

πkx

2
+

1

πk

[
(−1)k − sin

πk

2

]
cos

2πkx

2

}
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